
��� SÉRIES DE NOMBRES RÉELS OU COMPLEXES. COMPORTEMENT DES RESTES OU DES SOMMES PARTIELLES
DES SÉRIES NUMÉRIQUES. EXEMPLES.

SoitK = R ouC. Soit u = (un)nœN une suite d’éléments deK et v = (vn)nœN œ (R+)
N.

I. Généralités sur les séries [Gou��, §�.�, p���–���/���]

D��������� �. [�����, �����, �����������]
• On appelle série de terme général un la suite (Sn)nœN définie par Sn =

qn
k=0 uk.

On note
q

uk la série (Sn)nœN de sorte que (
q

uk)n =
qn

k=0 uk.
On noteRn =

q
Œ

k=0 uk ≠ Sn =
q

Œ

k=n+1 uk le reste de la série à l’ordre n.
• Ondit que

q
uk converge lorsque (Sn)nœN converge. Dans ce cas, sa limite est appelée

somme de la série et notée
q

Œ

n=0 un ou
q

nœN un ou
q

nØ0 un . . .
• Une série non convergente est dite divergente.

E������ �. [������ ������������ �� �����������]
• Si un = na, la série converge si et seulement si a = 0.
• Si un = bn, la série converge si et seulement si |b| < 1 et dans ce cas,

q
nœN bn

=
1

1≠b .

P���������� �. [������� �� C�����]q
uk converge si et seulement si ’Á > 0, ÷N œ N | ’m > n Ø N, |

qm
k=n uk| Æ Á.

E������ �. Étude des séries de termes généraux 1
n‡(n) et

‡(n)
n pour ‡ permutation deNú.

R������� �.
q

uk converge ≈∆ Rn ≠æ
næ+Œ

0 et
q

uk converge =∆
|un| ≠æ

næ+Œ
0

II. Séries de termes réels positifs [Gou��, §�.�, p���–���]

On suppose (un)nœN à valeurs dansR+ dans cette partie.

II. A. Critères de convergence et divergence

P�����������. La convergencede la série
q

uk équivaut au fait que (Sn)nœN soitmajorée.

On notera donc
q

nœN un < +Œ pour dire que
q

uk converge, et
q

nœN un = +Œ sinon.

L���� �. Si un est le terme général d’une série convergente, alors
q

uk + vk et
q

vk ont
même nature et si elles convergent, on a

q
n œN un + vn =

q
n œN un +

q
n œN vn.

T������� �. [����������� �����-���������]
Soit f : R+ ≠æ R+ une fonction décroissante continue par morceaux.
Alors la série de terme général (positif)

s n
n≠1 f(t)dt ≠ f(n) converge.

En particulier,
q

f(k) et (
s n

0 f(t)dt)nœN ont même nature et on a :
• si

q
f(k) converge, alors

s
Œ

n+1 f(t)dt Æ
q

kØn f(k) Æ
s

Œ

n f(t)dt,
• si

q
f(k) diverge, alors

q
kØn f(k) ≥

s n
0 f(t)dt.

A���������� �. [������ �� B�������] Soient –, — œ R. Alors
q

n œN
1

n– ln(n)— < +Œ
si et seulement si – > 1 ou (– = 1, — > 1).

T������� ��. [������������ �� ������]
i) Si un = O(vn) et

q
vk converge, alors

q
uk converge,

ii) Si un ≥ vn, alors
q

uk et
q

vk ont même nature.

E������ ��. La série de terme général 1/n est divergente. En notant (Hn)nœN les sommes
partielles associées, il existe une constante “ > 0 (appelée constante d’E����) telle que
Hn = ln(n) + “ +

1
2n + o(

1
n ).

T������� ��. [��������� ��� ��������� �� �����������]
Notons Sn(u),Rn(u) (resp. Sn(v),Rn(v)) les sommes partielles et restes associés à u (resp.
v). Alors : q

nœN vn < +Œ
q

nœN vn = +Œ
un = o(vn) Rn(u) = o(Rn(v)) Sn(u) = o(Sn(v))

un = O(vn) Rn(u) = O(Rn(v)) Sn(u) = O(Sn(v))

un ≥ vn Rn(u) ≥ Rn(v) Sn(u) ≥ Sn(v)

T������� ��. [������ �� �’A�������, �� C����� �� �� R���-D������]
Supposons (un)nœN à termes strictement positifs.
i) Supposons que un+1/un ≠æ

næ+Œ
⁄ œ [0, +Œ], alors :

• Si ⁄ < 1,
q

uk converge,
• Si ⁄ > 1 (ou si ⁄ = 1 et ’n, un+1/un Ø 1),

q
uk diverge.

ii) Supposons que n
Ô

un ≠æ
næ+Œ

⁄ œ [0, +Œ], alors :
• Si ⁄ < 1,

q
uk converge,

• Si ⁄ > 1 (ou si ⁄ = 1 et ’n, n
Ô

un Ø 1),
q

uk diverge.
iii) Supposons que un+1/un =

1
1+a/n+O(1/n2) . Alors il existe ⁄ > 0 tel que un ≥ ⁄/na.
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E������ ��. Étude des séries de terme général 1/n! et 1/(⁄n
+ 1) pour ⁄ œ R+.

III. Séries de termes généraux quelconques [Gou��, §�.�, p���–���]

On suppose (un)nœN à valeurs dansK.

III. A. Importance de l’absolue convergence

D��������� ��. [���������� �����������, ����-�����������]
• On dit que

q
uk est absolument convergente si

q
|uk| est convergente.

• On dit que
q

uk est semi-convergente si
q

uk est convergente et non absolument
convergente.

T������� ��. [������������� �� R������] [FGN��, §�.��, p���]
Soit

q
uk une série semi-convergente réelle. Alors pour tout ¸ œ R, il existe une permutation

‡ deN telle que
q

nœN u‡(n) ≠æ
næ+Œ

¸.

P���������� ��. Si
q

uk est absolument convergente, alors pour toute permutation ‡ de
N, on a

q
nœN un =

q
nœN u‡(n).

R������� ��. On peut en fait choisir ¸ dansR fi {±Œ} !

E������ ��. Dans le cas complexe, le théorème de réarrangement ne s’applique pas! Consi-
dérer par exemple un =

(≠1)n

n +
(≠1)n

n i.

III. B. Étude de l’absolue convergence

P���������� ��. [���� ����� ����������� �� ������� �����������]
Si

q
uk est absolument convergente, alors elle est convergente et on a

--q
nœN un

-- Æ
q

nœN |un|

R������� ��. Lorsque
q

uk converge ou lorsque |Sn| ≠æ
næ+Œ

+Œ, l’inégalité
--q

nœN un

-- Æ
q

nœN |un| est en fait valable dansR+ fi {+Œ} que la série soit absolument
convergente ou non.

C��������� ��. Si (un)nœN est absolument convergente, les résultats du Théorème �� et du
Théorème �� restent vrais (en supposant toujours (vn)nœN à valeurs dansR+ !).

E������ ��. [������� �� C�����]
Si un ≠æ

næ+Œ
¸ œ C, alors 1

n

qn
k=0 uk ≠æ

næ+Œ
¸.

E��������. Contre-exempledupoint ii) duThéorème ��dans le casou lesdeux suitesne sont
pasde signeconstant : onverraque les sériesde termesgénérauxun =

(≠1)n

n– etvn =
(≠1)n

n–+(≠1)n

n’ont pas même nature lorsque 0 Æ – Æ 1/2.

III. C. Étude de la semi-convergence

D��������� ��. [����� ��������]
On dit que

q
uk est alternée si unun+1 Æ 0 pour tout n œ N.

P���������� ��. [������� ��� ������ ���������]
Soit (an)nœN une suite de réels positifs. Si (an)nœN est décroissante et tend vers�, alors la série
de terme général (≠1)

nan converge et on a pour n œ N, |Rn| Æ an+1.

P���������� ��. [�������������� �’A���]
Supposons que un = anvn où (an)nœN est une suite décroissante de réels positifs tendant
vers � et vn est le terme général d’une série bornée (c’est-à-dire (

qn
k=0 vk)nœN est bornée).

Alors
q

uk est convergente.

E������ ��. La série de terme général ein◊ /n– où ◊ œ R \ 2fiZ est convergente pour – > 0.

P���������� ��. [������� �� C�����]
Soient (an)nœN, (bn)nœN œ K

N. Si
q

ak et
q

bk sont absolument convergentes, alors la série
de terme général cn =

qn
k=0 akbn≠k (appelée produit de C�����) est absolument conver-

gente et on a q
nœN cn =

q
pœN ap

q
qœN bq

E������ ��. Pour a, b œ C, on a exp(a + b) = exp(a) exp(b).
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IV. Applications

IV. A. Séries entières [Gou��, §�.�, p���]

D��������� ��. [����� �������]
On appelle série entière toute série de fonctions de la forme z ‘≠æ

q
nØ0 anzn où (an)nœN

est à valeurs dansC.

D��������� ��. [����� �� �����������]
On définit le rayon de convergence de la série entière par le réel R =

sup({r Ø 0 | (|anrn|)nœN est bornée}).

P���������� ��.
• Si |z| < R, la série

q
akzk converge,

• Si |z| > R, la série
q

akzk diverge (grossièrement).

C��������� ��. On aR≠1
= lim supnæ+Œ

n
Ô

an.

A���������� ��. Si
q

akzk et
q

bkzk sont des séries entières de rayons de convergenceRa

etRb, alors leur produit de C����� a un rayon de convergence supérieur àmin(Ra, Rb).

E������ ��. [���������� ������������� ��������� ��R]
• si an = 1, on a convergence surD1(0).
• si an = 1/n, on a convergence surD1(0, 1) \ {1}.
• si an = 1/n2, on a convergence surD1(0, 1).

T������� ��. [�������� �’A���]
Soit f : z ≠æ

q
nØ0 anzn de rayon de convergence 1. On suppose que

q
nØ0 an

converge. Alors pour tout – œ [0, fi/2[, on a

lim
zæ1,zœ�–

f(z) =

ÿ

nØ0
an où�– =

)
z = 1 ≠ fl e

i◊ œ C | |z| < 1, fl > 0, ◊ œ [≠–, –]
*

T������� ��. [�������� ��������� ������]
Soit f : z ≠æ

q
nØ0 anzn de rayon de convergence 1. On suppose que an = o(1/n) et

qu’il existe S œ C tel que f(x) ≠æ
xæ1≠

S. Alors
q

nØ0 an converge et
q

nØ0 an = S.

P���������� ��. Soit
q

nØ0 anzn une série entière de rayon de convergenceR > 0.
La convergence de

q
nØ0 anzn est normale sur tout disqueDr(O) de rayon r < R. En parti-

culier, la série entière est continue surDR(O).

IV. B. Vers la formule d’E����-M�������� [Gou��, §�.�, p���]

D��������� ��. [������� �� ��������� �� B��������]
z ‘≠æ z

ez ≠1 est développable en série entière sur un disqueDr(0) pour un r > 0.
• On note (bn)nœN la suite telle que z

ez ≠1 =
q

nØ0
bn

n! zn sur ce disque.
• Il existe une suite de polynômes, notée (Bn)nœN, telle que z exz

ez ≠1 =
q

nØ0
Bn(x)

n! zn par
produit de C�����.

P���������� ��. Pour n œ N et x œ C, on a :

(i) Bn(1 ≠ x) = (≠1)
nBn(x),

(ii) BÕ
n+1 = (n + 1)Bn,

(iii) Bn(x + 1) ≠ Bn(x) = nxn≠1,

(iv) Bn(0) = Bn(1) = bn pour n Ø 2,
(v) b2n+1 = 0.

T������� ��. [������� �’E����-M��������]
Soientm < n œ Z, r œ N

ú et f : [m, n] ≠æ C une fonction de classe Cr. Alors :

nÿ

k=m

f(k) =

⁄ n

m
f(t)dt +

1

2
[f(m) + f(n)] +

rÿ

¸=2

b¸

¸!
[f (¸≠1)

(n) ≠ f (¸≠1)
(m)] + Rr

oùRr =
(≠1)r+1

r!
s n

m B̃r(t)f (r)
(t)dt où B̃r(t) = Br(t ≠ ÂtÊ).

A���������� ��. [����� ����������]
Soit r œ N

ú. On aHn = ln n + “ +
1

2n ≠
qr≠1

¸=1
b2¸

2¸
1

n2¸ + O
! 1

n2r

"
.
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������������
Speech : unebonnemanière de faire consiste à seposer des questions (teaser) puis d’introduire
les outils qui y répondent.

���������

Q Montrer que la convergence d’une série entière de rayonde convergenceR est uniforme sur
un disqueDr(O) avec r < R.

Q Déterminer la nature de la série de terme général un = cos(fi
Ô

n2 + n + 1).
R Écrire un = cos(nfi


1 + 1/n + 1/n2) et faire un développement limité.

Q Supposons unSn ≠æ
næ+Œ

1 et que un > 0 pour tout n œ N
ú. Donner un équivalent de un.

R On vérifie que la série diverge et que le terme général tend vers 0. On écrit

S2
n ≠ S2

n≠1 = un(2Sn ≠ un) = 2Snun ≠ u2
n ≠æ

næ+Œ
2

d’où S2
N =

qN
n=1 S2

n ≠ S2
n≠1 ≥ 2N et donc u2

N ≥ 1/S2
N ≥ 1

2N . Finalement uN ≥ 1
Ô

2N
.

�������������
[FGN��] S. F��������, H. G������� et S. N������ : Oraux X-ENS - Analyse �. Cassini, ����.

[Gou��] X. G������ : Les maths en tête - Analyse. Ellipses, �ème édition, ����.
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