SERIES DE NOMBRES REELS OU COMPLEXES. COMPORTEMENT DES RESTES OU DES SOMMES PARTIELLES
DES SERIES NUMERIQUES. EXEMPLES.

Soit K = R ou C. Soitu = (uy,)nen une suite d’élémentsde K et v = (v, )nen € (Ry)N.

I. Généralités sur les séries [Gou08, §4.2, p200-202/219]

DEFINITION 1. [SERIE, RESTE, CONVERGENCE]
e On appelle série de terme général u,, la suite (S, )nen définie par S, = Y7 uy.
On note Y~ uy, la série (S, )nen de sorte que (Y ug)n = Y 1o Uk-
Oonnote R,y = > 3" g uk — Sn = Yo, 41 Uk le reste de la série a l'ordre n.
e Onditque > uy converge lorsque (S, ),cn converge. Dans ce cas, sa limite est appelée
somme de la série et notée 3" ( u, OU Y., [ Un OU D, <o U ...
e Une série non convergente est dite divergente. -

EXEMPLE 2. [SERIES ARITHMETIQUE ET GEOMETRIQUE]
e Siu, = na, lasérie converge si et seulement sia = 0.

e Siu, = b", lasérie converge si et seulement si [b| < 1 etdanscecas, Y, . b" =

1-b°

PROPOSITION 3. [CRITERE DE CAUCHY]

> uy converge si et seulement siVe > 0,IN € N|Vm > n > N, |3 | <e.

EXEMPLE 4. Etude des séries de termes généraux M(n) et ”(”) pour o permutation de N*,
REMARQUE 5. > wuyconverge <= R, = 0 et > ugconverge —
n—-+0oo
lun,] — 0
n—-+oo

Séries de termes réels positifs [Gou08, §4.2, p201-206]

On suppose (u, )nen a valeurs dans R, dans cette partie.

Il.A. Critéres de convergence et divergence

I PROPOSITION 6. Laconvergence dela série " uy, équivaut au fait que (S, )nen Soit majorée.

On noteradonc )y u, < 400 pourdire que > uy converge, ety u, = +00 sinon.

neN neN

LEMME 7.  Siu, est le terme général d’une série convergente, alors > uy + vy, et > vy ont
méme nature et si elles convergent,ona ., . Un + Un = D, cyUn + Dy e Un-

THEOREME 8. [COMPARAISON SERIE-INTEGRALE]
Soit f : Ry — R une fonction décroissante continue par morceaux.
Alors la série de terme général (positif) [ f(t)dt — f(n) converge.

En particulier, > f(k) et ( fo t)dt)nen ontmeme nature etona:
o si> f(k )converge alorsf A )dt <Dsn f(R) < fn ft)
o iy f(k)diverge,alors Y., f(k) ~ [o" f(t)dt

APPLICATION 9. [SERIES DE BERTRAND] Soient o, 3 € R. Alors 3
sietseulementsia > 1ou(a=1,8>1).

n €N n"‘ln(n)ﬁ < +0

THEOREME 10. [COMPARAISONS DE SERIES]
i) Siun, = O(vy,) et vy converge, alors Y, uy, converge,
i) Siuy, ~ vy, alors > ug et > v, ont méme nature.

EXEMPLE 11.  La série de terme général 1/n est divergente. En notant (H,,),cn les sommes
partielles associées, il existe une constante v > 0 (appelée constante d’EULER) telle que
H, =In(n)+~+ ﬁ + 0(%).

THEOREME 12.
Notons Sy, (u), R,

[SOMMATION DES RELATIONS DE COMPARAISON]
(u) (resp. S, (v), R, (v)) les sommes partielles et restes associés a u (resp.

v). Alors :
D nen Vn < 400 ZneN +OO
U =0(vy) | Rn(u) =0(Rn(v)) | Sn(u) = 0(Sn(v))
un = O(vy) | Rp(u) = O(Rn(v)) | Sn(u) = O(Sh(v))
Up ~ Up R, (u) ~ Ry (v) Sn(u) ~ Sp(v)

THEOREME 13. [REGLES DE D’ALEMBERT, DE CAUCHY ET DE RAAB-DUHAMEL]
Supposons (u, )nen a termes strictement positifs.
i) Supposons que u,y1/u, — A€ [0,+00],alors:
n——+00
e SiA <1, uyconverge,
e SiA>1(ousik=1etVn,u,i1/uy, > 1), > uy diverge.
i) Supposons que m = A € [0, +o0), alors:
o SiA<1L, Y uy converge,
o SiA>1(ousi\=1etVn, {/u, > 1),> uydiverge.
iii) Supposons que 11 /u, = Alors il existe A > 0 tel que u,, ~ \/n®.

1
14+a/n+0(1/n2)"
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EXEMPLE 14. FEtude des séries de terme général 1/n! et 1/(A\™ + 1) pour A € R..

lll. Séries de termes généraux quelconques  [Gouos,54.2, p206-209]

On suppose (u, )nen a valeurs dans K.

lll. A. Importance de ’absolue convergence

DEFINITION 15. [ABSOLUMENT CONVERGENTE, SEMI-CONVERGENCE]
e Onditque ) uy est absolument convergente si Y |ug| est convergente.
e On dit que > uy est semi-convergente si > uy, est convergente et non absolument
convergente.

THEOREME 16. [REARRANGEMENT DE RIEMANN] [FGNO7, §3.48, p217]
Soit > uy, une série semi-convergente réelle. Alors pour tout £ € R, il existe une permutation

odeNtelleque )’ xUon) =3 L

PROPOSITION 17.
Nona) cnun

Si > uy est absolument convergente, alors pour toute permutation o de
= 2nen Uo(n):

I REMARQUE 18.  On peut en fait choisir £ dans R U {00} !

EXEMPLE 19. Dans le cas complexe, le théoréme de réarrangement ne s’applique pas! Consi-

dérer par exemple u,, = 2" + %z

n

IIl.B. Etude de ’absolue convergence

PROPOSITION 20. [LIEN ENTRE CONVERGENCE ET ABSOLUE CONVERGENCE]
Si >~ uy, est absolument convergente, alors elle est convergente et on a

’ZnGN u"’ < ZnGN |un|

REMARQUE 21.  Lorsque Y ug converge ou lorsque |S,| — +o0, l'inégalité

n—-+oo
|3 nen Un| <D ,en lun| esten fait valable dans R U {+oo} que la série soit absolument
convergente ou non.

COROLLAIRE 22.  Si (u,,)nen est absolument convergente, les résultats du Théoréme 10 et du
Théoréme 12 restent vrais (en supposant toujours (v, )nen @ valeurs dans R, /).

EXEMPLE 23. [MOYENNE DE CESARO]

Siu, — £LeC,alorsiS" wp — 4.
n n—-+oo ’ n Zk—O k n—-+oo

EXEMPLE 24. Contre-exemple du pointii) du Théoreme 10 dans le cas ou les deux suites ne sont

. . ;. s s o (—1)" _ (—1)"
pas de signe constant: onverra que les séries de termes généraux u, = ~—z—etv, = P ey

n’ont pas méme nature lorsque 0 < a < 1/2.

lll.C. Etude de la semi-convergence

DEFINITION 25. [SERIE ALTERNEE]
Ondit que > uy, est alternée si u,u, 11 < 0 pourtoutn € N.

PROPOSITION 26. [CRITERE DES SERIES ALTERNEES]
Soit (an )nen Une suite de réels positifs. Si (a,, )ncn €St décroissante et tend vers 0, alors la série
de terme général (—1)"a,, convergeetonapourn € N, |R,,| < ap41.

PROPOSITION 27. [TRANSFORMATION D’ABEL]

Supposons que u, = a,v, ol (ay)nen €St une suite décroissante de réels positifs tendant
vers 0 et v, est le terme général d’une série bornée (c’est-a-dire (3", _, v )nen €St bornée).
Alors > uy, est convergente.

EXEMPLE 28. La série de terme général e /n® ol § € R \ 27Z est convergente pour o > 0.

PROPOSITION 29. [PRODUIT DE CAUCHY]
Soient () nen, (bn)nen € KN, Siy ay et > by sont absolument convergentes, alors la série
de terme général ¢,, = >, _, arbn_i (appelée produit de CAUCHY) est absolument conver-

genteetona
2 onen Cn = ZpGN ap quN bq

EXEMPLE 30. Poura,b € C,onaexp(a + b) = exp(a) exp(b).
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IV. Applications

IV.A. Séries entiéres [Gou08, §4.4, p236]

DEFINITION 31. [SERIE ENTIERE]
On appelle série entiere toute série de fonctions de la forme z — Y~ . a,,2" 0U (an)nen
est a valeurs dans C.

DEFINITION 32. [RAYON DE CONVERGENCE]
On définit le rayon de convergence de la série entiere par le réel R =
sup({r > 0] (|anr™|)nen est bornée}).

PROPOSITION 33.
e Si|z| < R, lasérie " ajz* converge,
e Si|z| > R, lasérie " ay2* diverge (grossiérement).

I COROLLAIRE34. Ona R~' =limsup,_, ., {/an.

APPLICATION 35. Si > a;2" et Y byz* sont des séries entiéres de rayons de convergence R,
et Ry, alors leur produit de CAucHY a un rayon de convergence supérieur a min(R,, Rp).

EXEMPLE 36. [DIFFERENTS COMPORTEMENTS POSSIBLES EN R]
e sia, = 1,o0n aconvergence surD;(0).
e sia, = 1/n,onaconvergence surD;(0,1) \ {1}.
e sia, = 1/n?, onaconvergence surD; (0, 1).

PROPOSITION 39. Soit )", . a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0.
La convergence de Y, -, anz" est normale sur tout disque D,.(O) de rayonr < R. En parti-
culier, la série entiére est continue sur Dg(O).

IV.B. Vers laformule d’EULER-MACLAURIN [Gou08, §4.7, p301]

DEFINITION 40. [NOMBRES ET POLYNOMES DE BERNOULLI]
z — == est développable en série entiére sur un disque ID,.(0) pour un > 0.

e Onnote (b, )nen lasuitetelleque 25 = > -, %z” sur ce disque.

e Il existe une suite de polynémes, notée (B, ),cn, telle que Cie: = >0 B”;l(!x) Z" par
produit de CAUCHY. B

PropPosITION41. Pourn € Netx € C,ona:

(i) Bp(1—x)=(-1)"By(z),
(i) Bl,,1 = (n+1)By,,
(iii) Bn(z +1) — By(z) = na™1,

(iv) Bn(0) = B,(1) = b, pourn > 2,
(V) b2n+1 = 0.

THEOREME 37. [THEOREME D’ABEL]
Soit f : 2z — )., anz" de rayon de convergence 1. On suppose que . - an
converge. Alors pour tout o« € [0,7/2[, 0ona

lim
z—1,z€A,

f(z):Zan Ol)AaZ{z=1—pew€(C| |2l <1,p>0,0 € [~a,0]}
n>0

THEOREME 38. [THEOREME TAUBERIEN FAIBLE]
Soit f : z — ), <, an2" de rayon de convergence 1. On suppose que a,, = o(1/n) et
qu'ilexiste S € Ctelque f(z) — S.Alorsy, -, a,convergeety. - a, =5S.

o1 = =

THEOREME 42. [FORMULE D’EULER-MACLAURIN]
Soientm < mn € Z,r € N*et f : [m,n] — C une fonction de classe C". Alors :

S 5w = [ e+ 5150m)+ F0)] + 30 D) - D] + R,
m =2 "

=m

=

_1)rtl

o R, = ! [" B,(t) f)(t)dt ot B, (t) = By (t — |t]).

r!
APPLICATION 43. [SERIE HARMONIQUE]
Soitr € N*.Ona H, :lnn+’y+ﬁ *Zz;ll%ﬁ+0( ! )

n2r
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COMMENTAIRES

Speech : une bonne maniére de faire consiste a se poser des questions (teaser) puis d’introduire
les outils quiy répondent.

QUESTIONS

Q Montrer que la convergence d’une série entiere de rayon de convergence R est uniforme sur
un disque D,.(O) avecr < R.

Q Déterminer la nature de la série de terme général u,, = cos(mv/n2 +n +1).

R Ecrire u,, = cos(nm/1 + 1/n + 1/n2) et faire un développement limité.
Q Supposonsu,S, — 1letquewu, > 0pourtoutn € N*. Donnerun équivalent de u,,.
n

—+oo

R On vérifie que la série diverge et que le terme général tend vers 0. On écrit

S2 82 =, (28, —uy) = 28U, —ud — 2
n—-+oo

dot 83 = 3N | §2 — 82 | ~ 2N etdoncu} ~ 1/S% ~ 5. Finalement uy ~

V2N’
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