FONCTIONS MONOTONES. FONCTIONS CONVEXES. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Fonctions monotones

I.A. Généralités [RDO9S, §4.3, p118] [Gou08, §4.3, p228]

Fonction monotone, exemples et contre-exemples

Caractérisation avec la dérivée

Exemples : fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle, monotonie d’'une homogra-
phie

Stabilités par somme, produit

Existence d’une limite a gauche, a droite

Ensemble des points de discontinuité est au plus dénombrable

Théoréme de DINI

Fonctions a variation bornées
Fonctions convexes

[RDO98, §4.3, p114] [Gou08, §2.4, p114]

[Gou08, §1.5/2.3, p51/94] [BMPO5, §1.5.1, p26]

II.A. Généralités

I DEFINITIONT. A C E estconvexesiVa,b e A,Vt € [0,1],(1 —t)a+tb € A.

EXEMPLE 2. Unintervalle de R est convexe, une boule de E est convexe.

DEFINITION 3. f: E — Restdite
e convexesiVa,b € E,Vt €]0,1], f((1 —t)a+tb) < (1 —1t)f(a)+ tf(D),
e strictement convexe siVa,b € E,Vt €]0,1], f((1 — t)a+ tb) < (1 —t)f(a) + tf(b),
e concave si — f est convexe.

EXEMPLE 4. Une application affine est convexe et concave.
EXEMPLE 5. Toute norme ||.|| de E est convexe, non strictement convexe dés que E # {0}.

PropPosITION 6. f: F — Rest convexe si et seulement si
o By ={(z,y) € R?| f(z) < y} estconvexe,
e Vn € N* VY(ay,...,a,) € E™V(t1,...,t,) € (Rp)™\ {Orn}, f(Bar((a;, t;);)) <
Bar((f(ai),ti)i)).

Il. B. Liens entre convexité et monotonie

PrRoOPOSITIONT. Soit f : I — Rou I estunintervalledeR. f estconvexesi et seulementsi :
e pourtouta € I, x — %ﬁ:(a) est croissante sur I \ {a},
e pourtouta,z € I, f'(a)(x — a) + f(a) < f(z),
e [’ estcroissante,
° f// > 0.
les trois derniéres équivalences ayant lieu lorsque f est assez réguliére (C* ou C?).
On déduit de la premiére équivalence qu’une fonction convexe sur I est continue sur I° et ad-
met une dérivée a droite et a gauche en tout point de I°.

EXEMPLE 8. exp est convexe, log est concave. Fonction convexe non continue : voir annexe.
lll. Applications
lll. A. Inégalités de convexité [Gou08, §1.5/2.3, p51/94] [BMPOS5, §1.5.1, p26]

EXEMPLE 9. On ades inégalités provenant de la convexité/concavité de certaines fonctions :

2
VeeRe®>14a Vye]—1,4ooln(l+y)<y Voe {O,Z],;Hgsin(ﬁ)gﬂ

2

PROPOSITION 10. [INEGALITE ARITHMETICO-GEOMETRIQUE]
. . 1 n
Soientn € N* etay,...,a, € Ry. Alors 3/a1. . a, < i a;.

EXEMPLE 11.  On peut généraliser pour toute famille a1, . .

(af' . ab )P <3 biai oU b=YT b

an €Ryethy,...,b, € R} ,0na

PROPOSITION 12. [INEGALITE DE YOUNG] Soient p, g > 0 tels que Il) + é = 1. Alors pour tout
avec égalité si et seulement si a? = b,

a,beRy,onaab < %+%

APPLICATION 13. [INEGALITES DE HOLDER ET DE MINKOWSKI]
Soit (F,.A, 1) un espace mesuré. Soit p € [1, +oo] et ¢ sont exposant conjugué. Pour toutes
fonctions f, g : E — K mesurables,ona || fgll; < [|f[l, llgll,, puis|lf +gll, < [Ifll, + llgll,-

Soit (£2, A, P) un espace probabilisé. Soit X une variable aléatoire.
PROPOSITION 14. [INEGALITE DE JENSEN]

Si X € L' et ¢ est convexe, alors $(E[X]) < E[¢(X)]. De plus, si ¢ est strictement convexe,
on a égalité si et seulement si X est constante presque siirement.
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APPLICATION 15.  Soit X, ..., X, desv.a.i.i.d. deloi £(09) pour un parameétre # > 0 inconnu.
Alors X,, = 13 X, est un estimateur sans biais fortement convergeant de E[£(6)] = 1.

Alors % est un estimateur fortement convergeant avec biais de 6.

n

PROPOSITION 16. [INEGALITE DE HOEFFDING]
Soient (X;)1<i<n des variables aléatoires indépendantes telles que pour tout i, X; €
[ai, bs] p.s. pour des réels a; < b;. Alors pour toutt > 0:

P35 Xi — E[Xi]| > t) < 2exp(—2t2/ 370, (bs — a:)?)

APPLICATION 17.  Soient (X;)1<;<, des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de RADEMACHER centrées, c'est-a-dire P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2. Alors:

W > 0,P( 0, Xi| > ) < 2exp(—4)li<n

. B. Etude de suites récurrentes

Suite récurrente : selon la monotonie, le signe de wu,, 1 u,, est soit constant soit alterné
Comparaison série-intégrale. Application : série harmonique

[EL11, §1.5/2.2, p38/91] [Ouv09, p162/508]

DEFINITION 18. [FONCTION GENERATRICE, FONCTION CARACTERISTIQUE]
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N presque slirement. On définit gx la fonction
génératrice de X par gx (s) = E[s*] = >, P(X = k)s* (lorsque la série converge).

PROPOSITION 19. gx est bien définie, croissante et convexe sur [0, 1]. Si de plus P(X =
k) > 0 pour au moins un k > 2, alors gx est strictement convexe sur [0, 1].

PROPOSIT!ON 20. [PROCESSUS DE BRANCHEMENT DE GALTON-WATSON]

Soient (X ); j>1 des v.a. i.i.d. a valeurs dans N. On note p leur loi, m leur espérance et on
définit le processus (Z, )nen par Zg = let Zpiq = ZiZ£1 Xi”Jrl pourn € N. et enfin
p=P(3n>0|Z,=0).Alorssiu# §,ona:

e sim <1, p = 1eton aextinction du processus presque surement,

e sim > 1, p < letilyaune probabilité strictement positive de survie.

IV. Convexité et optimisation
[Rou99, Ch4, p140] [FGNO7, §4.51, p287] [FGN12, §4.51, p39-41]

On a la méme définition de la convexité pour une fonction f définie sur un convexe de R”.

ProposiTION 21. Soit f : RP — R,
e Si f est différentiable, f est convexe (resp. strictement convexe) si et seulement si pour
toutz #y € R?, f(y) — f(z) 2 (V[f(z) | y—x) (resp. f(y) — f(x) > (V[(z) |y — =),
e Si festC? f estconvexe (resp. strictement convexe) si et seulement si V2 f(z) est posi-
tive (resp. définie positive) pour tout x € RP.

EXEMPLE 22. SoitA € S,(R),be R",ce Retf:x+— J(Ax|z) — (b|x) +c
Si A est positive (resp. définie positive), f est convexe (resp. strictement convexe). Ainsi par
exemple si (E, (. | .)) est euclidien, lapplication z — ||| est strictement convexe.

Soit f : RP — R une fonction convexe.

PropPosITION 23. Soit C unconvexedeRP et M = {x € C'| f(x) = inf f} 'ensemble des
minimums globaux de f surC.
On suppose qu'’il existe un minimum local x, de f sur C. Alors :

e M est un ensemble convexe et x,, € M est un minimum global,

e sideplus f est strictement convexe, alors M = {z,}.

THEOREME 24. [METHODE DE NEWTON]
Soit f : [e,d] — RunefonctionC?, ot c < d, ettelleque f(c) < 0 < f(d)et f' > Osur|c,d).
On considére la suite récurrente définie par xy € [c,d] et xp11 = Ty — f,((ijl)) pourn € N.
Alors en notant a 'unique O de f,ona:
(i) il existe « > O tel que pour tout g € [a — o, a+ ], (xy,)nen converge vers a de maniére
quadratique et il existe C > 0 telle queVn € N, |z, 11 — a| < C'|z, — al’.
(ii) sideplus f” > 0(f eststrictement convexe) sur[a, d], alors pour tout zy €|a,d], (X )nen

1"

est strictement décroissante et x, 11 — @ ~p_s 100 {f,—((i))(xn —a)?

APPLICATION 25. Approximation des zéros d’un polynéme.

THEOREME 26. [METHODE DE GRADIENT A PAS OPTIMAL]
Soit f : RP — R elliptique, c’est-a-dire f est C! et telle qu’il existe o > 0 satisfaisant

Vz,y € RP, (Vf(z) = Vf(y) |w—y) = ale -yl

On définit (zn)nen parzo € RP etxp 1 = xp — pu VI (zn) 0l py = argmin, - fla, —
pV f(zy)). Alors (xy,)nen converge vers l'unique minimum global de f.

APPLICATION 27. Soit A € SFH(R),b € R etc € R.Lapplication f : 2 — 2 (Az [ z) — (b |
x) admet un unique minimum Z caractérisé par V f(z) = AZ — b = 0. On converge vers cette
solution par l'algorithme de gradient a pas optimal.
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COMMENTAIRES

Le plan est un peu facile ici, il serait mieux d’essayer de mettre en paralléle les deux notions.
Le théoréme de DINI est important car en utilisant la monotonie, il permet de remplacer une
hypothése pas toujours facile a montrer dans le cas général.

QUESTIONS

Q Soit g : R — R continue telle que g? = 2g — id. Montrer que g est bijective.

R Sig(z) = g(y), 'égalité fonctionnelle donne = = y, donc g est injective.
g est injective donc strictement monotone, donc bijective ...

Q Que dire d’une fonction convexe sur R (resp. sur RT) et majorée?
R Elle est constante (resp. converge vers une limite £ €] — 0o, +00]).
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