CONTINUITE ET DERIVABILITE DES FONCTIONS REELLES D’UNE VARIABLE REELLE. EXEMPLES ET
APPLICATIONS.

Soit I unintervallede Ret f : I — R une application.

I. Généralités autour de la continuité et de la dérivabilité
[Gou08, §2.1, p69]

I.A.

Continuité, dérivabilité, exemple de fonctions continue, dérivable, continue non dérivable (va-
leur absolue), de dérivée non continue (z — z?sin(1/x))

Dérivabilité implique continuité

Lien avec les développements limités

Fonctions lipschitziennes, notion d’uniforme continuité

Fonctions convexes

Stabilité par composition, somme, produit, formules de la dérivée associée ...
Dérivée de la fonction réciproque lorsque f’ ne s’annule pas ...
Formule de LEIBNIZ

Définitions et exemples [Gou08, §1.1/2.3, p12/94]

Propriétés de stabilité et dérivations successives

Résultats autour de la continuité et de la dérivabilité
[Gou08, §2.1, p69]

II.A. Théoréme des valeurs intermédiaires

TVI, applications basiques : il existe un zéros entre a et bsi f(a) f(b) < 0,un polyndme de degré
impair admet une racine

Une fonction continue sur un intervalle compact [a, b] est bornée et atteint ses bornes

Cas d’une fonction continue coercive sur R

[GouO08, §1.3/1.4, p31/41]

II.B. Théoréme de HEINE [Gou08, §1.3, p31]
Théoréeme de HEINE.
Exemples : fonctions continues périodiques, ou continues avec une limite finie en doo,

deuxiéme théoréme de DINI

I1. C.

Théoréme de ROLLE, inégalité des accroissements finis, régle de ’Hospital

Théoréeme de ROLLE et accroissement finis

Il.D. Densité des polyndmes [QZ13, §XIILIL1, p518-519]

THEOREME 1. [THEOREME DE WEIERSTRASS]
R[X] est dense dans C([a, b],C, ||.||,,) poura < b € R.

Casou I = RR: cela ne fonctionne plus

Si f; f(z)z™dx = 0 pourtout nalors f = 0si f est continue

Plus généralement théoreme de STONE-WEIERSTRASS — densité des polynémes trigonomé-
triques

Formule de TAYLOR avec reste intégral, formule de TAYLOR-YOUNG
Formule de TAYLOR pour un polynéme ...
Application : méthode de NEwWTON

Formules de TAYLOR [Rou99, Ché, p278]

I1I. A. Suites de fonctions

Soient (f,,)nen €t f des fonctions de I dans R.
Prolongement par continuité de f.

Théorémes de passage a la limite

[AF91,EL11]

EXEMPLE 2. [HauO07,p235] Pour f,, : & € [0,1] — 2™, 0n alim, oo lim,_1- fn(z) =1 #
0= hmz_>1— hmn_>+oo fn (.T/')

THEOREME 3. Soita € T tel que f,,(x) — £, € Ret f, L+> f surun voisinage de a.
r—ra n—-+oo

Alorslim,,_, y « ¢, etlim,_,, f(z) existent et sont égales. Autrement dit :

il (o) = fiy o2

THEOREME 4. Dans le méme contexte, si les ( f,,)nen Sont continuesen a etsi f, %} f
n——+0o0

sur un voisinage de a, alors f est continue en a.

— 1.

. 1 i
EXEMPLES. (:z>1-— % -, .= estcontinueet((z) Rl

APPLICATION 6. Une série entiére de rayon de convergence R > 0 est continue sur D(O).
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Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d’'une variable réelle. Exemples et applications.

REMARQUE 7.  On ne peut rien dire sur le cercle de convergence : par exemple avec
> so(—1)"2" = 11 définie pour [z| < 1,0na — 1/2mais 35(—1)" diverge.

PROPOSITION 8. Soit I un intervalle de R, on suppose les (f,)nen dans C1(I, R) telles que

% getf, = f.AlorsfecCYI,R),f, — fetf =g
n—+oo n—-+oo n—-4oo

(p)

COROLLAIRE 9.  Siles (f,)nen sont C*([a,b], R) et telles que f, % gp pourp < k
n—-+oo
(k) _u k u (r) _ <
avec fu = Gk alors gy € C*([a,b],R), fn WS 90 et g, gp pourp < k.

EXEMPLE 10. Soit f, : t — exp(tu) (u € R). Alors f, estC> et fl(f’) St > en ﬁu”.

EXEMPLE 11. [HauO07, p241] Importance de la convergence uniforme de (f/ ),en : considérer

fu(z) = /2?2 +1/n.

lll. B. Intégrales dépendant d’un paramétre

[BP15, §8.3, p140-147] [Far00, §VII.2, p98]

Soit (E, A, 1) un espace mesuré.

THEOREME 12. [CONTINUITE SOUS LE SIGNE INTEGRALE]
Soient I unintervalledeRet f : I x E — K telles que:

e pourtoutt € I, x — f(t,x) est mesurable,

e pour p-presque tout x, t — f(t,x) est continueenty € 1,

o ilexiste g intégrable telle que pour toutt € 1, |f(t,z)| < g(z) p- p.p..
Alorst — [, f(t,x)dpu(x) est bien définie sur I et est continue en t.

APPLICATION 13. La fonction I est continue surR*..

THEOREME 14. [DERIVATION SOUS LE SIGNE INTEGRALE]
Soient I unintervalledeRet f : I x E — Ktelles que:
e pourtoutt € I, x — f(t,x) estintégrable sur E,
e pour u-presque tout z, t — f(t, x) est dérivable sur I,
9 (t,2)| < g(x) p-p.p-
Alors F : t — [, f(t,z)du(x) est définie, dérivable sur I et F' : t — [, %(t, x)dp(z).

e il existe g intégrable telle que pour toutt € 1,

sin(x)

=7, on montre que [ $1) g; — 7.

APPLICATION 15. Prenant f : (t,z) — 0 -

COMMENTAIRES

Faire un dessin de la continuité et de la dérivabilité lors du speech.

La difficulté de la lecon est d’aller plus loin que le programme du lycée voire de sup. C’est une
legon vague qui peut aller jusqu’aux distributions si on est a l'aise dessus. Le plan continuité
puis dérivabilité n’est pas forcément le plus palpitant : plutot essayer de trouver des liens, faire
un plan par thémes.

Il est important de mettre beaucoup d’exemples et de contre-exemples.

On peut également parler du théoréme de DiNI, du théoreme fondamental de ’'analyse (avec la
formule de TAYLOR avec reste intégral!) ou du théoréme d’AscoLl.

QUESTIONS

Q Continuité au sens de CESARO : que peut-on dire de f telle que pour toute suite (x,,),, telle
quex, —> xausensde CESARO,alors f(x,) = f(x) ausens de CESARO?
n—-—+oo

n—-+o0o

R On montre qu’une telle application conserve les barycentres...
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