EXEMPLES DE DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES DE SUITES ET DE FONCTIONS.

Soit K = Rou Cet (X, d) un espace métrique.

I. Comparaison de suites et de fonctions

I.A. Relations de comparaison

DEFINITION 1. Soient f et g deux applicationsde D C X avaleursdans K et soit a un point
d’accumulation de D. On dit qu’au voisinage de a :
e f est dominée par g, et on note f(z) =

r—a
vnD,|f(@) < Cllgl)l,
e f estnégligeable devant g, eton note f(z) =

O(g(z)),si 3C > 0,3V € V(a),Vz €

o(g(z)),siVe > 0,3V € V(a),Vz €

VD, |f@) < g, o
e f et gsontéquivalentes, et on note f(x) ~. g(x),si f(z) — g(z) = o(g(z)).

REMARQUE 2. Ces définitions sont valables pour des suites numériques : prendre X = N,
E =RouCeta= +o0.Dans ce cas, on omettra le n — 400 qui est implicite.

EXEMPLE 3.
e n2 +sin(n) = O(n?) etn? +sin(n) ~ n?,

« —_ Bx a _ T
e Poura, 3 >0,z e o(ef*) etx T o(p*),

o Sif(z) =325 — 2t + 22 alors f(x) o o(x), f(x) = o(z®) etf(x) ~ 32°.

x—0 z—0

PROPOSITION 4. On les propriétés suivantes :
(i) oetO sont stables par somme, c’est-a-dire si f = o(p) et g = o(¢), alors f + g = o(y),
et de méme avec O,
(ii) o, O et ~ sont stables par produit, passage a une puissance. Par exemple si f = O(p1)
etg = O(p2), alors fg = O(p14p2), puissi f ~ @1 et g ~ pa, alors fg ~ p1p2.

REMARQUES. Larelation ~ n’est pas compatible avec 'addition:n+2 ~n+1let—n ~ —n
mais 2 4 1.

Dans cette partie, I désigne un intervalle de R non trivial. On considére f : I — K.

Développement limité

DEFINITION 6. Soientn € N* eta € I.0On dit que f admet un développement limité
d’ordre n au voisinage de a (noté DL, (a)) s'il existe ay, . . ., a, € K tels que, au voisinage
deg,ona f(z)=ag+ai(x—a)+- -+ an(z—a)" +o((x —a)”).

[Gou08, §2.2, p85-93]

Dans la suite quitte translater f, on supposera que a = 0 (et donc0 € I).

THEOREME 7. [FORMULE DE TAYLOR-YOUNG]
Si f est n fois dérivable en 0, alors f admet le DL,,(0) suivant :

f"(a)

n!

flx) = fla) + f'(a)(z —a) + -+ (z —a)" + o((z — a)™)

EXEMPLE 8. Développements limités de fonctions usuelles. [VOIR ANNEXE].
APPLICATION 9. [THEOREME CENTRAL LIMITE]
Soit (X;);en~ une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de carré intégrable. Alors :

LS (X —E[X1)) 5 Z~ N(0, Var(X)))

n——+0o

PROPOSITION 10.  f est continue (resp. dérivable) en 0 si et seulement si f admet un DL (0)
(resp. DL4 (0)).

REMARQUE 11.  On ne peut pas généraliser ce résultat a n > 1: par exemple pour f définie
par f(z) = 23sin(L), on a que f admet un DL, (0) mais n’est pas deux fois dérivable en 0.

I ProposITION 12.  Si f admet un DL,,(0) pour unn € N, alors il est unique.

PROPOSITION 13. [DERIVATION/INTEGRATION DE DL ]
On a les propriétés suivantes :

(i) Sifetdérivableetsi f' admetunDL,,(0)delaforme f'(x) = Y} _, arxx® +o(z™), alors

fadmetun DL, y,(0) delaforme f(x) = f(0) + Y _o 2™ + o(a™ 1),

(ii) Si f estn > 2 fois dérivables en 0, alors " admet un DL,,_1(0).

PROPOSITION 14. [SOMME ET PRODUIT DE DL]
Soitg : I — Kune autre application. Supposons que f et g admettentun DL, (0) et écrivons
f(z) = Py(x) + o(z™) et g(x) = Qn(x) + o(z™) avec P,,, Q,, € R, [X]. Alors:
(i) f+ gadmetunDL,(0)et(f+ g)(x) = (P + Qn)(x) + o(z™),
(i) f x gadmetunDL,(0)et (f x g)(z) = Rp(z) + o(z™) ol R, est le reste de la division
euclidienne de P,,Q,, par X" t1,
(i) Sig(0) #£ 0, alors 5 admetun DL, (0) et (f/g)(z) = R.(z) + o(z™), ol R,, est 'unique
polynéme de K[X] tel que P, s’écrit P, = R,Q, + X" 1S, avec deg(S,) < n.
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PROPOSITION 15. [cOMPOSITION DE DL]

Soit g : J — K une autre application, ot J est un intervalle de R tel que zo = f(0) € J.
Supposons que f(x) = P,(x) + o(z™) admet un DL,,(0) et que g(zo + h) = Qn(h) + o(h™)
admet un DL, (zo).

Alors g o f admet un DL,,(0) et g o f(z) = R, (z) + o(z™) ot R, est le reste de la division
euclidienne de Q,, o P, par X" t1.

APPLICATION 16. D1L3(0) de arcsin a partir du DL(0) de sin.

I.C. Développement asymptotique

DEFINITION17. Soita € X.On appelle échelle de comparaison un ensemble £ de fonctions
définies au voisinage de a dans X sauf éventuellement en q, et telles que si f, g € &, alors
f = goubien f = o(g) oubien g = o(f).

EXEMPLE 18. X = Ra = 40:& = {zr—z*|acR} et & =
{z — 2*(In(2))” |, B € R}.

DEFINITION 19. Soient f : D € X — Kun application et a un point d’accumulation
de D dans X. Soit k € N*. On appelle développement asymptotique a k termes de f par
rapport a une échelle de comparaison £ au voisinage de a (noté DAy (a)) toute expression
delaformecifi + cafo + -+ + ci fr telle que (¢;)1<i<k € K, (fi)1<i<k € EF et

(i) fir1 = o(fi;)pourtoutl <i<k-—1,

(i) f(=) el cifi(w) +cafa(z) + - + e fu(x) + o fr(w)).
PROPOSITION 20. A¢ fixé, le DAy, s’il existe, est unique.

REMARQUE 21. Undéveloppement limité est un développement asymptotique par rapporta
l’échelle de comparaison constituée des fonctions du type z*(« € N). On en déduit lunicité
du développement limité a tout ordre. Notons que l'on peut généraliser le DL a a = +oo si
+o00 € TenconsidérantE = {x — 2% | a € N} etonseraméneen0enposant X = 1/x.

Il. Exemples de développements asymptotiques de suites
Il.A. Séries numériques [Gou08, §4.2, p201-206]

THEOREME 23. [SOMMATION DES RELATIONS DE COMPARAISON]

Soient u = (un)nen d valeurs dans K et v = (v, )nen @ valeurs dans R, Notons S, (u) =
D ok<n Uk € Ry(u) = 3, o uy (et de méme S, (v) et R,,(v)) les sommes partielles et restes
d’ordre n € N associés. Alors :

Uup, = o(vy) Uy, = O(vy,) Uy, ~ Uy,
ZneN Up < 400 Rn(u) = O(Rn(v)) Rn(u) = O(Rn(v)) Rn(u) ~ Rn(v)
ZnGN Up = +00 | Sn(u) = 0(Sn(v)) Sn(u) = O(Sn(v)) Sn(u) ~ Sy(v)

THEOREME 24. [COMPARAISON SERIE-INTEGRALE]
Soit f : Ry — R4 une fonction décroissante continue par morceaux.
Alors la série de terme général (positif) [ f(t)dt — f(n) converge.

En particulier, Y f(k) et ( fo t)dt)nen ontmeme nature etona:
o siy f(k )converge alors fn+1 f)dt <35, f(k) < [ f(t)
o iy f(k)diverge,alors Y, .., f(k) ~ [i" f(t)dt

APPLICATION 25. [SERIES DE BERTRAND] Soient o, 5 € R. Alors > eN m < +o00
sietseulementsia > 1ou(a=1,8>1).

EXEMPLE 26. [Gou08, p.203] Développement asymptotique de la série harmonique (suite) a
Lordre3: H, =Inn+v+ 5 + o (5).

DEFINITION 27. [NOMBRES ET POLYNOMES DE BERNOULLI]
z

(0) pourun > 0.
T =D us0 22" surce disque.

e On note (by,)
By (z) n

o Ilexiste une suite de polynémes, notée (B,,),cn, telle que 2 = >~ ) === 2" par
produit de CAUCHY. B

APPLICATION 22. Les DA permettent de préciser la position relative d’'une courbe par rapport

a une tangente ou une asymptote. Par exemple considérons f(r) = 23 sm( ) pour x # 0 et

£(0) = 0.Alors f(x) T 23 (L — ok + 55 +0(35)) lorsquex — +oodoncy = a? — ¢

x

est une asymptote par valeurs inférieures de f en +oo.

PROPOSITION 28. Pourn € Netz € C,ona:

(i) Bp(l—z)=(—1)"B,(), (iv) B,(0) = B,(1) = b, pourn > 2,
(i) By, ;= (n+1)B,, (v) bant+1 =0.
(iii) Bn(z +1) — Bp(x) = na"1,
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THEOREME 29. [FORMULE D’EULER-MACLAURIN] [Gou08, §4.7, p301]
Soientm < n € Z,r € N*et f : [m,n] — C une fonction de classe C". Alors :

Zf(k)z/nf(t)dt—k%[f( Z f(e 1)

k=m
ou R, = SV MR ( (t = [t)).

— fY(m)] + R,

)(t)dt ot B,(t) = B,

APPLICATION 30. [SERIE HARMONIQUE]

Soitr € N*.OnaH, =Inn+~y+ 4 — 321 2L +0(}

7):

Il. B. Suitesrécurrentes [FGNO7, p99-103]

[THEOREME DE CESARO]
— /. Alors
n—-+oo

THEOREME 31.

Soit (@, )nen € CN telle que a,, — L.

n——+oo

%Zﬁzl ak

APPLICATION 32. Soit f une application continue définie au voisinage de 0™ admettant
un développement asymptotique en 0 de la forme f(z) = = — az® + o(z%), 0l a > 0 et
a > 1. Alors pouruo > 0 assez petit, la suite u définie par u,+1 = f(u,) pourn € N vérifie

Up ~ 7.
(na(a—1))a—T1

Exemplesde f = sinet f = log(1 + .).

APPLICATION 33.  Soit (u,, )nen la suite définie par ug € R et, pour toutn € N, u, 11 =
u, +e~"n. Alorson ale DA, suivant: u, = Inn + 22 + o (122),

1. C.

Les suites définies a partir d’une famille de polyndmes sont fréquentes. On se ramene alors a
I’étude de ses polyndmes, sans forcément qu’il y ait de méthode générale.

Suites définies de maniére implicite [FGNO7, p127]

EXEMPLE 34. Soit a,, la plus grande racine réelle de X?" — 2nX + 1.

Alorson ale DA, suivant:a,, = 1+ % +o(nn).

n

EXEMPLE 35. Soit (u,)nen Une suite de réels telle que, pour tout n € N, v + nu, — 1 = 0.

Lo ko ()

n

Alorson a le DA suivant: u,, =

ll.
1. A.

Exemples de développements asymptotiques de fonctions

Fonctions définies par une intégrale [Gou08, §3.4, p159]
THEOREME 36. [INTEGRATION DES RELATIONS DE COMPARAISON]

Soient I = [a,b[un intervalle semi-ouvertdeR, f : I — Retg : I — R’ des applications
continues par morceauxsur I. Alors lorsque x — b, on a les mémes résultats qu’au théoréme
23, en remplagant les sommes partielles par des intégrales entre a et x, et les restes par des
intégrales entre x et b, et la condition de sommabilité de v par intégrabilité de g.

EXEMPLE 37. [UTILISATION DE LINTEGRATION PAR PARTIES] [Gou08, p169]
Pour z > 2, on définit le logarithme intégral Li(z) = [, l(flgtt Alorsonale DAy (400):
1! k—1)!
Li(a) = —— 4+ —0 +( k)$+o( aa )
logz  log”x log" z log" z

PROPOSITION 38. [METHODE DE LAPLACE] [Rou99, p322]
Soient [a, b] un intervalle de R,  : [a,b] — R de classe C* et f : [a,b] — C telle que
e~ 0% fsoitintégrable pourun certainty € R. Onsuppose que f estcontinueenaet f(a) # 0,
etque ¢’ > 0surla, b, ¢'(a) = 0etp”(a) > 0. Alors:

7 e ¥ f(a)
2¢"(a) Vi

t——+o0

b
/eft‘P(m)f(x)d:l: ~

APPLICATION 39. [FORMULE DE STIRLING] OnaT'(t+ 1) et tte=t/2mt.
—+00

lll. B. Fonctions définies par la somme d’une série [Gou08, p154/282]

EXEMPLE 40.  Soit f [0, +0c[— R une fonction C,,, et décroissante, telle que
0+°° f(t)dt converge et est non nulle. Alors pour ¢t > 0, 3% f(nt) converge et
+oo +oo
21 f(nt) . o f(z)dz.

EXEMPLE 41.
Soit(:s+——

[FONCTION ZETA]
oo L Alors((s) =
—1

n=1 ns"
s

L 4+ v+ 0(1) ol y est la constante d’EULER.

lll.C. Fonctions définies comme solution d’une équation différentielle
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ANNEXE
Développements limités usuels en 0
Soita € R.
ala —1 ala—1)(a—2)...(a—n+1
1 ) 5 . :
1_£:1+x+1‘ + 2% 4 2" 4 o(z")
2 3 n
ln(l_x):-ﬁ—%—% ..... 7+0($n)
2 $3 n
e =1da+ort gt + = +o(z")
IQ $4 nx2n —_—
cosw=1 =g gy — o gy el
. 3 2P . p2n+1 _
sir = =gyt gy o E Gy e
£C2 ;C4 x2n )
= —_— —_— - n+1
coshr =1 gt b gy FoeT)
. 3 b 22n+1 N
sinhe = a4 g+ g bt Gy o)

:L,TL + 0(‘T7l)

SPEECH

Les développements asymptotiques et développements limités sont des outils apparaissant
dans presque tous les domaines des mathématiques. Ils permettent en effet de comprendre le
comportement typique d’une fonction ou d’une suite en un point ou en U'infini, en les compa-
rant a des fonctions usuelles telles les puissances de z combinées avec des puissances de In.
Premiére partie : introduction des notations o, O, ~ qui sont trés pratiques de par leur stabilité
et la malléabilité de écriture. On notera toutefois qu’il faut faire attention avec les équivalents.
On introduit d’abord les développements limités parce que dans un cours de sup, il vaut mieux
considérer d’abord ce cas qui est plus simple et évite des notations lourdes que les étudiants
auraient du mal a assimiler. On étend ensuite cela aux développements asymptotiques qui la
plupart du temps utilisent les familles de I’exemple.

Dans la suite, les développements asymptotiques étant avant tout des outils, on doit surtout
les illustrer par une multitude d’exemples, les plus variés possibles. Dans un premier temps,
on étudie les exemples de développements asymptotiques de suites. Les suites auxquelles on
s’intéresse sont celles que 'on retrouve fréquemment comme les séries, les suites numériques
ou encore les suites définies a partir de polyndmes.

Enfin les développements asymptotiques de fonctions sont aussi fréquents. La encore on s’in-
téresse a des fonctions définies de manieres classiques: intégrales a parametres, séries de fonc-
tions, ou encore solutions d’équations différentielles.

COMMENTAIRES

Il faut s’entrainer pour étre a l’aise avec toutes les méthodes ... Lecon avec des outils de niveau
prépa mais qui peut étre rapidement compliquée.

QUESTIONS

Q Trouver un DA de la série des 1/k? (en utilisant la formule d’EULER-MACLAURIN).
Q Trouver le DA5(0) de arcsin.

Q Onpose P, = X" + X"~ ! 4 2X — 1. Montrer qu’il existe un unique x,, > 0 tel que
P, (x,) = 0. Montrer que (z,,)nen €st croissante et converge vers 1. [FGNO7, p127]
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