
��� EXEMPLES DE DÉVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES DE SUITES ET DE FONCTIONS.

SoitK = R ouC et (X, d) un espace métrique.

I. Comparaison de suites et de fonctions [Gou��, §�.�, p��–��]

I. A. Relations de comparaison

D��������� �. Soient f et g deux applications deD µ X à valeurs dansK et soit a unpoint
d’accumulation deD. On dit qu’au voisinage de a :
• f est dominée par g, et on note f(x) =

xæa
O(g(x)), si ÷C > 0, ÷V œ V(a), ’x œ

V fl D, Îf(x)Î Æ C Îg(x)Î,
• f est négligeable devant g, et on note f(x) =

xæa
o(g(x)), si ’Á > 0, ÷V œ V(a), ’x œ

V fl D, Îf(x)Î Æ Á Îg(x)Î,
• f et g sont équivalentes, et on note f(x) ≥

xæa
g(x), si f(x) ≠ g(x) =

xæa
o(g(x)).

R������� �. Ces définitions sont valables pour des suites numériques : prendreX = N,
E = R ouC et a = +Œ. Dans ce cas, on omettra le n æ +Œ qui est implicite.

E������ �.
• n2

+ sin(n) = O(n2
) et n2

+ sin(n) ≥ n2,
• Pour –, — > 0, x–

=
xæ+Œ

o(e
—x

) et x–
=

xæ+Œ
o(—x

),

• Si f(x) = 3x5 ≠ x4
+ x2 alors f(x) =

xæ0
o(x), f(x) =

xæ0
o(x6

) et f(x) ≥
xæ0

3x5.

P���������� �. On les propriétés suivantes :
(i) o etO sont stables par somme, c’est-à-dire si f = o(Ï) et g = o(Ï), alors f + g = o(Ï),

et de même avecO,
(ii) o,O et≥ sont stables par produit, passage à une puissance. Par exemple si f = O(Ï1)

et g = O(Ï2), alors fg = O(Ï1Ï2), puis si f ≥ Ï1 et g ≥ Ï2, alors fg ≥ Ï1Ï2.

R������� �. La relation≥ n’est pas compatible avec l’addition :n+2 ≥ n+1 et≠n ≥ ≠n
mais 2 ”≥ 1.

I. B. Développement limité
Dans cette partie, I désigne un intervalle deR non trivial. On considère f : I ≠æ K.

D��������� �. Soient n œ N
ú et a œ I . On dit que f admet un développement limité

d’ordre n au voisinage de a (noté DLn(a)) s’il existe a0, . . . , an œ K tels que, au voisinage
de a, on a f(x) = a0 + a1(x ≠ a) + · · · + an(x ≠ a)

n
+ o((x ≠ a)

n
).

Dans la suite quitte translater f , on supposera que a = 0 (et donc 0 œ I).

T������� �. [F������ �� T�����-Y����]
Si f est n fois dérivable en 0, alors f admet leDLn(0) suivant :

f(x) = f(a) + f Õ
(a)(x ≠ a) + · · · +

f (n)
(a)

n!
(x ≠ a)

n
+ o((x ≠ a)

n
)

E������ �. Développements limités de fonctions usuelles. [V��� ������].

A���������� �. [�������� ������� ������]
Soit (Xi)iœNú une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de carré intégrable. Alors :

1
Ô

n

qn
i=1(Xi ≠ E[X1])

L≠æ
næ+Œ

Z ≥ N (0, Var(X1))

P���������� ��. f est continue (resp. dérivable) en 0 si et seulement si f admet unDL0(0)

(resp.DL1(0)).

R������� ��. On ne peut pas généraliser ce résultat à n > 1 : par exemple pour f définie
par f(x) = x3

sin(
1
x ), on a que f admet unDL2(0)mais n’est pas deux fois dérivable en 0.

P���������� ��. Si f admet unDLn(0) pour un n œ N, alors il est unique.

P���������� ��. [����������/����������� ��DL]
On a les propriétés suivantes :
(i) Si f et dérivable et si f Õ admet unDLn(0)de la forme f Õ

(x) =
qn

k=0 akxk
+o(xn

), alors
f admet unDLn+1(0) de la forme f(x) = f(0) +

qn
k=0

ak

k+1 xk+1
+ o(xn+1

),
(ii) Si f est n Ø 2 fois dérivables en 0, alors f Õ admet unDLn≠1(0).

P���������� ��. [����� �� ������� ��DL]
Soitg : I ≠æ Kuneautreapplication. Supposonsquef etg admettentunDLn(0)et écrivons
f(x) = Pn(x) + o(xn

) et g(x) = Qn(x) + o(xn
) avecPn, Qn œ Rn[X]. Alors :

(i) f + g admet unDLn(0) et (f + g)(x) = (Pn + Qn)(x) + o(xn
),

(ii) f ◊ g admet unDLn(0) et (f ◊ g)(x) = Rn(x) + o(xn
) oùRn est le reste de la division

euclidienne dePnQn parXn+1.
(iii) Si g(0) ”= 0, alors f

g admet unDLn(0) et (f/g)(x) = Rn(x) + o(xn
), oùRn est l’unique

polynôme deK[X] tel quePn s’écritPn = RnQn + Xn+1Sn, avec deg(Sn) Æ n.
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P���������� ��. [����������� ��DL]
Soit g : J ≠æ K une autre application, où J est un intervalle de R tel que x0 = f(0) œ J .
Supposons que f(x) = Pn(x) + o(xn

) admet unDLn(0) et que g(x0 + h) = Qn(h) + o(hn
)

admet unDLn(x0).
Alors g ¶ f admet unDLn(0) et g ¶ f(x) = Rn(x) + o(xn

) oùRn est le reste de la division
euclidienne deQn ¶ Pn parXn+1.

A���������� ��. DL3(0) de arcsin à partir duDL(0) de sin.

I. C. Développement asymptotique

D��������� ��. Soita œ X . Onappelle échellede comparaisonunensembleE de fonctions
définies au voisinage de a dansX sauf éventuellement en a, et telles que si f, g œ E , alors
f = g ou bien f = o(g) ou bien g = o(f).

E������ ��. X = R, a = +Œ : E1 = {x ‘≠æ x– | – œ R} et E2 =)
x ‘≠æ x–

(ln(x))
— | –, — œ R

*
.

D��������� ��. Soient f : D µ X ≠æ K un application et a un point d’accumulation
de D dans X . Soit k œ Nú. On appelle développement asymptotique à k termes de f par
rapport à une échelle de comparaison E au voisinage de a (notéDAk(a)) toute expression
de la forme c1f1 + c2f2 + · · · + ckfk telle que (ci)1ÆiÆk œ K

k, (fi)1ÆiÆk œ Ek et :
(i) fi+1 =

a
o(fi) pour tout 1 Æ i Æ k ≠ 1,

(ii) f(x) =
xæa

c1f1(x) + c2f2(x) + · · · + ckfk(x) + o(fk(x)).

P���������� ��. A E fixé, leDAk, s’il existe, est unique.

R���������. Undéveloppement limité est undéveloppement asymptotiquepar rapport à
l’échelle de comparaison constituéedes fonctions du typex–

(– œ N). On endéduit l’unicité
du développement limité à tout ordre. Notons que l’on peut généraliser leDL à a = +Œ si
+Œ œ I en considérantE = {x ‘≠æ x≠– | – œ N} et on se ramèneen 0 enposantX = 1/x.

A���������� ��. LesDA permettent de préciser la position relative d’une courbe par rapport
à une tangente ou une asymptote. Par exemple, considérons f(x) = x3

sin
! 1

x

"
pour x ”= 0 et

f(0) = 0. Alors f(x) =
xæ+Œ

x3 ! 1
x ≠ 1

6x3 +
1

120x5 + o
! 1

x5

""
lorsquex æ +Œdonc y = x2≠ 1

6

est une asymptote par valeurs inférieures de f en+Œ.

II. Exemples de développements asymptotiques de suites

II. A. Séries numériques [Gou��, §�.�, p���–���]

T������� ��. [��������� ��� ��������� �� �����������]
Soient u = (un)nœN à valeurs dans K et v = (vn)nœN à valeurs dans R+. Notons Sn(u) =q

kÆn uk etRn(u) =
q

k>n uk (et de même Sn(v) etRn(v)) les sommes partielles et restes
d’ordre n œ N associés. Alors :

un = o(vn) un = O(vn) un ≥ vnq
nœN vn < +Œ Rn(u) = o(Rn(v)) Rn(u) = O(Rn(v)) Rn(u) ≥ Rn(v)q
nœN vn = +Œ Sn(u) = o(Sn(v)) Sn(u) = O(Sn(v)) Sn(u) ≥ Sn(v)

T������� ��. [����������� �����-���������]
Soit f : R+ ≠æ R+ une fonction décroissante continue par morceaux.
Alors la série de terme général (positif)

s n
n≠1 f(t)dt ≠ f(n) converge.

En particulier,
q

f(k) et (
s n

0 f(t)dt)nœN ont même nature et on a :
• si

q
f(k) converge, alors

s
Œ

n+1 f(t)dt Æ
q

kØn f(k) Æ
s

Œ

n f(t)dt,
• si

q
f(k) diverge, alors

q
kØn f(k) ≥

s n
0 f(t)dt.

A���������� ��. [������ �� B�������] Soient –, — œ R. Alors
q

n œN
1

n– ln(n)— < +Œ
si et seulement si – > 1 ou (– = 1, — > 1).

E������ ��. [Gou��, p.���] Développement asymptotique de la série harmonique (suite) à
l’ordre � :Hn = ln n + “ +

1
2n + o

! 1
2n

"
.

D��������� ��. [������� �� ��������� �� B��������]
z ‘≠æ z

ez ≠1 est développable en série entière sur un disqueDr(0) pour un r > 0.
• On note (bn)nœN la suite telle que z

ez ≠1 =
q

nØ0
bn

n! zn sur ce disque.
• Il existe une suite de polynômes, notée (Bn)nœN, telle que z exz

ez ≠1 =
q

nØ0
Bn(x)

n! zn par
produit de C�����.

P���������� ��. Pour n œ N et x œ C, on a :

(i) Bn(1 ≠ x) = (≠1)
nBn(x),

(ii) BÕ
n+1 = (n + 1)Bn,

(iii) Bn(x + 1) ≠ Bn(x) = nxn≠1,

(iv) Bn(0) = Bn(1) = bn pour n Ø 2,
(v) b2n+1 = 0.
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T������� ��. [������� �’E����-M��������] [Gou��, §�.�, p���]
Soientm < n œ Z, r œ N

ú et f : [m, n] ≠æ C une fonction de classe Cr. Alors :

nÿ

k=m

f(k) =

⁄ n

m
f(t)dt +

1

2
[f(m) + f(n)] +

rÿ

¸=2

b¸

¸!
[f (¸≠1)

(n) ≠ f (¸≠1)
(m)] + Rr

oùRr =
(≠1)r+1

r!
s n

m B̃r(t)f (r)
(t)dt où B̃r(t) = Br(t ≠ ÂtÊ).

A���������� ��. [����� ����������]
Soit r œ N

ú. On aHn = ln n + “ +
1

2n ≠
qr≠1

¸=1
b2¸

2¸
1

n2¸ + O
! 1

n2r

"
.

II. B. Suites récurrentes [FGN��, p��–���]

T������� ��. [�������� �� C�����]
Soit (an)nœN œ C

N telle que an ≠æ
næ+Œ

¸. Alors 1
n

qn
k=1 ak ≠æ

næ+Œ
¸.

A���������� ��. Soit f une application continue définie au voisinage de 0
+ admettant

un développement asymptotique en � de la forme f(x) = x ≠ ax–
+ o(x–

), où a > 0 et
– > 1. Alors pour u0 > 0 assez petit, la suite u définie par un+1 = f(un) pour n œ N vérifie
un ≥ 1

(na(–≠1))
1

–≠1
.

Exemples de f = sin et f = log(1 + .).

A���������� ��. Soit (un)nœN la suite définie par u0 œ R et, pour tout n œ N, un+1 =

un + e
≠un . Alors on a leDA2 suivant : un = ln n +

ln n
2n + o

! ln n
n

"
.

II. C. Suites définies demanière implicite [FGN��, p���]

Les suites définies à partir d’une famille de polynômes sont fréquentes. On se ramène alors à
l’étude de ses polynômes, sans forcément qu’il y ait de méthode générale.

E������ ��. Soit an la plus grande racine réelle deX2n ≠ 2nX + 1.
Alors on a leDA2 suivant : an = 1 +

ln(2n)
2n + o

! ln n
n

"
.

E������ ��. Soit (un)nœN une suite de réels telle que, pour tout n œ N, u5
n + nun ≠ 1 = 0.

Alors on a leDA2 suivant : un =
1
n ≠ 1

n6 + o
! 1

n6

"
.

III. Exemples de développements asymptotiques de fonctions

III. A. Fonctions définies par une intégrale [Gou��, §�.�, p���]

T������� ��. [����������� ��� ��������� �� �����������]
Soient I = [a, b[ un intervalle semi-ouvert deR, f : I ≠æ R et g : I ≠æ R

ú
+ des applications

continues parmorceaux sur I . Alors lorsquex æ b≠, on a lesmêmes résultats qu’au théorème
��, en remplaçant les sommes partielles par des intégrales entre a et x, et les restes par des
intégrales entre x et b, et la condition de sommabilité de v par l’intégrabilité de g.

E������ ��. [����������� �� �’����������� ��� �������] [Gou��, p���]
Pour x Ø 2, on définit le logarithme intégralLi(x) =

s x
2

dt
log t . Alors on a leDAk(+Œ) :

Li(x) =
x

log x
+

1!x

log
2 x

+ · · · +
(k ≠ 1)!x

log
k x

+ o

3
x

log
k x

4

P���������� ��. [������� �� L������] [Rou��, p���]
Soient [a, b] un intervalle de R, Ï : [a, b] ≠æ R de classe C2 et f : [a, b] ≠æ C telle que
e

≠t0Ï f soit intégrablepouruncertain t0 œ R. On supposequef est continueenaetf(a) ”= 0,
et queÏÕ > 0 sur ]a, b[,ÏÕ

(a) = 0 etÏÕÕ
(a) > 0. Alors :

⁄ b

a
e≠tÏ(x)f(x)dx ≥

tæ+Œ

Ú
fi

2ÏÕÕ(a)

e≠tÏ(a)f(a)Ô
t

A���������� ��. [������� �� S�������] On a �(t + 1) ≥
tæ+Œ

tte≠t
Ô

2fit.

III. B. Fonctions définies par la somme d’une série [Gou��, p���/���]

E������ ��. Soit f : [0, +Œ[≠æ R une fonction Cpm et décroissante, telle ques +Œ

0 f(t)dt converge et est non nulle. Alors pour t > 0,
q+Œ

n=1 f(nt) converge et
q+Œ

n=1 f(nt) ≥
tæ0

1
t

s +Œ

0 f(x)dx.

E������ ��. [�������� Z���]
Soit ’ : s ‘≠æ

q+Œ

n=1
1

ns . Alors ’(s) =
sæ1≠

1
s≠1 + “ + o(1) où “ est la constante d’E����.

III. C. Fonctions définies comme solution d’une équation di�érentielle
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������
Développements limités usuels en �
Soit a œ R.

(1 + x)
a

= 1 + ax +
a(a ≠ 1)

2!
x2

+ · · · +
a(a ≠ 1)(a ≠ 2)...(a ≠ n + 1)

n!
xn

+ o(xn
)

1

1 ≠ x
= 1 + x + x2

+ x3
+ · · · + xn

+ o(xn
)

ln(1 ≠ x) = x ≠ x2

2
≠ x3

3
≠ · · · ≠ xn

n
+ o(xn

)

e
x

= 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+ · · · +

xn

n!
+ o(xn

)

cos x = 1 ≠ x2

2!
+

x4

4!
≠ · · · + (≠1)

n x2n

(2n)!
+ o(x2n+1

)

sin x = x ≠ x3

3!
+

x5

5!
≠ · · · + (≠1)

n x2n+1

(2n + 1)!
+ o(x2n+2

)

cosh x = 1 +
x2

2!
+

x4

4!
+ · · · +

x2n

(2n)!
+ o(x2n+1

)

sinh x = x +
x3

3!
+

x5

5!
+ · · · +

x2n+1

(2n + 1)!
+ o(x2n+2

)

������
Les développements asymptotiques et développements limités sont des outils apparaissant
dans presque tous les domaines desmathématiques. Ils permettent en e�et de comprendre le
comportement typique d’une fonction ou d’une suite en un point ou en l’infini, en les compa-
rant à des fonctions usuelles telles les puissances de x combinées avec des puissances de ln.
Première partie : introduction des notations o, O, ≥ qui sont très pratiques de par leur stabilité
et lamalléabilité de l’écriture. On notera toutefois qu’il faut faire attention avec les équivalents.
On introduit d’abord les développements limités parce que dans un cours de sup, il vautmieux
considérer d’abord ce cas qui est plus simple et évite des notations lourdes que les étudiants
auraient du mal à assimiler. On étend ensuite cela aux développements asymptotiques qui la
plupart du temps utilisent les familles de l’exemple.
Dans la suite, les développements asymptotiques étant avant tout des outils, on doit surtout
les illustrer par une multitude d’exemples, les plus variés possibles. Dans un premier temps,
on étudie les exemples de développements asymptotiques de suites. Les suites auxquelles on
s’intéresse sont celles que l’on retrouve fréquemment comme les séries, les suites numériques
ou encore les suites définies à partir de polynômes.
Enfin les développements asymptotiques de fonctions sont aussi fréquents. Là encore on s’in-
téresse àdes fonctionsdéfiniesdemanières classiques : intégrales àparamètres, sériesde fonc-
tions, ou encore solutions d’équations di�érentielles.

������������
Il faut s’entrainer pour être à l’aise avec toutes les méthodes ... Leçon avec des outils de niveau
prépamais qui peut être rapidement compliquée.

���������

Q Trouver unDA de la série des 1/k2 (en utilisant la formule d’E����-M��������).
Q Trouver leDA3(0) de arcsin.
Q On pose Pn = Xn

+ Xn≠1
+ 2X ≠ 1. Montrer qu’il existe un unique xn > 0 tel que

Pn(xn) = 0. Montrer que (xn)nœN est croissante et converge vers 1. [FGN��, p���]

�������������
[FGN��] S. F��������, H. G������� et S. N������ : Oraux X-ENS - Analyse �. Cassini, ����.

[Gou��] X. G������ : Les maths en tête - Analyse. Ellipses, �ème édition, ����.

[Rou��] F. R������� : Petit guide de calcul di�érentiel. Cassini, ����.
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