
��� ESPACES DEHILBERT. BASES HILBERTIENNES. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Espaces préhilbertiens et deH������

I. A. Généralités [HL��, Ch�, p��]

Produit scalaire, espace préhilbertien, inégalité de C�����-S������,H est alors normé
Identité du parallèlogramme

R������� �. Toute norme vérifiant l’identité du parallélogramme dérive d’un produit sca-
laire et est donc une norme hilbertienne. C’est un critère pratique : (C([a, b],K), Î.Î

Œ
) n’est

pas un espace préhilbertien par exemple.

D��������� �. H est un espace de H������ s’il est complet pour la norme induite.

E������ �.
• K

n muni du produit scalaire usuel,Mn(K)muni de ÈA | BÍ = Tr(B€), C([0, 1],K)

• Si (Hn)nœN est une suite d’espaces de H������, alors H = {(xn)nœN œr
nœN Hn |

q
nœN ÎxnÎ2 < +Œ} est un espace de H������ pour le produit scalaire

È(xn)nœN | (yn)nœNÍH =
q

nœNÈxn | ynÍHn
.

Orthogonalité, exemples

I. B. Projection sur un convexe fermé et conséquences
[Gou��, An.B, p���–���] [Bre��, Ch�, p��–��] [BMP��, §�.�.�, p��–���]

On se place sur un espace de H������H .

T������� �. [���������� ��� �� ������� �����]
SoitC un convexe fermé d’un espace deH������H . Alors :

’x œ H, ÷!p œ C | Îx ≠ pÎ = d(x, C)

De plus, p est l’unique élément deC satisfaisant ’c œ C, Ÿ(Èx ≠ p | c ≠ pÍ) Æ 0.

C��������� �. SoitF un sous-espace vectoriel fermé deH . AlorsH = F ü F ‹.

T������� �. [�������� �� R����-F������]
Soit H un espace de H������. Alors pour toute application „ œ H Õ, il existe un unique
f œ H tel que ’v œ H, „(v) = Èf | vÍ.
De plus „ ‘≠æ f est une isométrie (ÎfÎH = Î„ÎHÕ ).

R������� �. On a en fait juste besoin de C complet etH préhilbertien dans le théorème
de projection.

E������ �. Contre-exemples :
• lorsque F n’est pas fermé : prendreH = ¸2

(N) et F l’ensemble des suites deH nulles à
partir d’un certain rang. F ‹

= {0}maisE ”= F ,
• lorsque H est seulement un espace de B����� : E = (R

2, Î.Î
Œ

). Les points
{(x, 0) | ≠ 1 Æ x Æ 1}minimisent la distance de (0, 1) àVect((1, 0)).

A���������� �. Soit T œ L(H). Alors il existe un unique opérateurU œ L(H) tel que :

’x, y œ H, ÈT (x) | yÍ = Èx | U(y)Í

T������� ��. [�������� �� L��-M������]
Soit a : H2 ≠æ R une forme bilinéaire continue et coercive. Alors pour tout ¸ œ H Õ, il existe
un unique u œ H tel que ’v œ H, a(u, v) = ¸(v).
Si deplusaest symétriquealorsuest l’uniqueélémentdeHminimisantv ‘≠æ 1

2 a(v, v)≠¸(v).

A���������� ��. [�������� �� D�������� ������]
Soit I =]0, 1[ et f œ L2

(I). Alors

÷!u œ H1
0 (I) | ’v œ H1

0 (I),

⁄

I
uÕ.vÕ

+

⁄

I
uv =

⁄

I
fv

De plus uminimise la fonction v ‘≠æ 1
2

s
I |vÕ|2 + v2 ≠

s
I fv.

II. Bases hilbertiennes et convergence faible
II. A. Bases hilbertiennes [HL��, §�.�, p���] [BMP��, §�.�.�, p���]

SoitH un espace de H������.
Somme/base hilbertienne, exemples
Critères de densité dans un espace de H������. Théorème d’existence d’une base hilbertienne
Formules de P�������, exemple
Coordonnées hilbertiennes, convergence dansH de

q
xnen dès que

q
|xn|2 < +Œ

Un espace de dimension infinie est isomorphe à ¸2 si et seulement si il est séparable
si et seulement si il admet une base hilbertienne

II. B. Convergence faible [HL��, §�.�, p��]

Définition de la convergence faible, par linéarité il su�it de le vérifier sur une base hilbertienne
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Convergence forte implique faible, réciproque vraie si de plus ÎxnÎ ≠æ
næ+Œ

ÎxÎ
Exemples simples
La boule unité est faiblement compacte

III. Cas des espaces L2 [BL��, ChVI, p���]

Soit (E, A, µ) un espace mesuré.

P���������� ��. L2
(E, A, µ) est un espace deH������ pour le produit scalaire È. | .Í défini

par Èf | gÍ =
s

E fgdµ.

A���������� ��. Existence de l’espérance conditionnelle d’une variable aléatoireL2.

III. A. L’espace L2(T)
[Gou��, Ch�.�, p���–���] [QZ��, Ch�, p��–���] [BMP��, §�.�.�/�.�.�, p���]

On note T = R/2fiZ, en = e
in. pour n œ Z. On définit lorsque cela a un sens Èf | gÍ =

1
2fi

s 2fi
0 f(t)g(t)dt et ÎfÎ1 =


Èf | fÍ.

P���������� ��. La famille (en)nœZ est une famille orthonormée.

D��������� ��. [����������� �� F������]
On définit lorsque cela a un sens cn(f) =

1
2fi

s fi
≠fi f(t) e

≠int dt = Èf | enÍ le n-ième coe�i-
cient de F������ de f , où n œ Z.

E������ ��.
• Pour f = 1]≠a,a[ où 0 < a < fi, on a cn(f) =

;
a/fi si n = 0

sin(na)/nfi sinon .

• Pour f : x ≠æ 1 ≠ x2

fi2 , on a cn(f) =

;
1 si n = 0

2(≠1)n

fi2n2 sinon
.

D��������� ��. [����� ���������� �� F������, �� F����]
On appelle somme partielle de F������ d’ordre N œ N la quantité SN (f) =qN

n=≠N cn(f)en.
On appelle somme partielle de F���� d’ordreN œ N la quantité ‡N (f) =

1
N

qN≠1
n=0 SN (f).

R������� ��. On peut voir SN (f) comme la projection surPN = Vect((en)≠NÆnÆN ).

D��������� ��. [������ �� D��������, �� F����]
On appelle noyau de D�������� à l’ordreN œ N la fonctionDN =

qN
n=≠N en.

On appelle noyau de F���� à l’ordre N œ N la fonction KN =
1
N

qN≠1
n=0 Dn =

qN
n=≠N (1 ≠ |n|

N )en.

P���������� ��. On a les propriétés suivantes :

D�) SN (f) = f ú DN ,
D�) DN est pair et ÎDN Î1 = 1,

D�) ’x œ T, DN (x) =
sin

!
2N+1

2 x
"

sin(x/2) ,

F�) ‡N (f) = f ú KN ,
F�) ÎKN Î1 = 1,
F�) ’x œ T, KN (x) =

1
N

sin2(Nx/2)
sin2(x/2) Ø 0,

F�) ’” œ]0, fi],
s

”Æ|t|Æfi KN (t)dt ≠æ
Næ+Œ

0.

T������� ��. [�������� �� F����]
• Soit f œ C(T). Alors Î‡N (f)Î

Œ
Æ ÎfÎ

Œ
pour tout N Ø 1 et ‡N (f) = f ú

KN
u≠æ

Næ+Œ

f .

• Soit f œ Lp
(T) pour un p œ [1, +Œ[. Alors Î‡N (f)Îp Æ ÎfÎp pour tout N Ø 1 et

limNæ+Œ Î‡N (f) ≠ fÎp = 0.

R������� ��. On peut retrouver le théorème deW���������� à partir du premier résultat.

A���������� ��. F : C(T) ≠æ c0(Z), f ‘≠æ (cn(f))nœZ est injective.

T������� ��. (en)nœZ est une base hilbertienne deL2
(T). En particulier, pour f œ L2

(T) :

f =
q

nœZ cn(f)en et ÎfÎ2
L2 =

q
nœZ |cn(f)|2

A���������� ��. [������� �� ������]
On peut reprendre l’Exemple �� pour calculer les normes des applications dans L2 : pour a œ
J0, 2fiK :

q
nœNú

sin(na)
n =

fi≠a
2 (première fonction) et

q
nœNú

1
n4 =

fi4

90 (deuxième fonction).
On peut aussi calculer classiquement

q
nœNú

1
n2 =

fi2

6 et
q

nœNú
1

(2n≠1)2 =
fi2

8 .

III. B. L’espace L2(fl, I) [BMP��, §�.�.�, p���] [Dem��, §II.�, p��]

Soit I un intervalle deR.
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D��������� ��. Soit fl : I ≠æ R une fonctionmesurable, strictement positive et telle que
pour tout n œ N,

s
I |x|n fl(x)dx < +Œ. On dit alors que fl est une fonction de poids.

D�����������. OndéfinitL2
(I, fl) =

Ó
f : I ≠æ Cmesurable |

s
I |f(x)|2 fl(x)dx < +Œ

Ô
.

P���������� ��. L2
(I, fl) est un espace de H������ pour le produit du scalaire Èf | gÍfl =s

I f(x)g(x)fl(x)dx.

P���������� ��. Il existe une unique famille (Pn)nœ N de polynômes unitaires deux à deux
orthogonaux pour È. | .Ífl et tels que deg(Pn) = n pour tout n.

E������ ��. Voir les dessins en annexe :
• Pour I = R et fl : x ‘≠æ e

≠x2
, les (Pn)nœ N sont les polynômes de H������,

• Pour I = [≠1, 1] et fl : x ‘≠æ 1, les (Pn)nœ N sont les polynômes de L�������.

T������� ��. [���� ������������ �� ��������� �����������]
Soitflune fonctiondepoids. S’il existe– > 0 tel que

s
I e

–|x| fl(x)dx < +Œ, alors la famille
(Pn)nœN est une base hilbertienne deL2

(I, fl).

E������ ��. Sans l’hypothèse on a le contre-exemple suivant : soit la fonction de poids
w : x ‘≠æ x≠ ln(x) sur I = R+. Alors (Pn)nœN ne forme pas une base deL2

(I, w).

A���������� ��. Si I est borné, on a donc nécessairement une base hilbertienne.
La famille (Pn exp(≠.2/2))n, pour (Pn)nœ N les polynômes de H������, est une base hilber-
tienne deL2

(R).

������
Théorème de projection sur un convexe fermé
Polynômes orthogonaux

���������

Q SoientA, B des convexes fermés disjoints d’un espace de H������ réel. On supposA com-
pact. Montrer qu’il existe un hyperplan a�ineG séparantA etB, c’est-à-direH \ G a deux
composantes connexes, dont l’une contientA et l’autreB.

R Considérons Ï : A ≠æ R+, x ‘≠æ d(x, B). On a d(A, B) = min(Ï) > 0.
Soit a œ A atteignant la distance et b = pB(a). Soit Â : x ‘≠æ Èb ≠ a | xÍ. Montrons que
Â(A) < 0 et Â(B) > 0.
Six œ A, on a Èx≠a | b≠aÍ Æ 0et si y œ B, on a Èy≠b | a≠bÍ < 0et doncÂ(y) > Èb | a≠bÍ
. . .

�������������
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