1213| ESPACES DE HILBERT. BASES HILBERTIENNES. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Espaces préhilbertiens et de HILBERT

I.LA. Généralités [HLO9, Ch3, p84]

Produit scalaire, espace préhilbertien, inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, H est alors normé
Identité du parallelogramme

REMARQUE 1. Toute norme vérifiant identité du parallélogramme dérive d’un produit sca-
laire et est donc une norme hilbertienne. C’est un critére pratique : (C([a, b], K) ) n’est
pas un espace préhilbertien par exemple.

e

I DEFINITION 2. H est un espace de HILBERT s’il est complet pour la norme induite.

EXEMPLE 3.
e K" muni du produit scalaire usuel, M,, (K) munide (4 | B) = Tr(BT), ([0, 1], K)
e Si (H,)nen est une suite despaces de HILBERT, alors H = {(zp)nen €
[oen Hn | 2 nen |#n]> < oo} est un espace de HILBERT pour le produit scalaire
<($n)n€N | (yn)n€N>H = ZneN<$n | yn>Hn'

Orthogonalité, exemples

I.B. Projection sur un convexe fermé et conséquences

[Gou08, An.B, p407-416] [Bre99, Ch5, p79-82] [BMP05, §3.1.2, p95-107]

On se place sur un espace de HILBERT H.

THEOREME 4. [PROJECTION SUR UN CONVEXE FERME]
Soit C' un convexe fermé d’un espace de HILBERT H. Alors :

Ve e HAp e C| ||z —p| =d(z,C)

De plus, p est 'unique élément de C satisfaisantVe € C,R({(x —p | ¢ — p)) < 0.
I COROLLAIRE 5. Soit F un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors H = F @ F+.

THEOREME 6. [THEOREME DE RIESZ-FRECHET]

Soit H un espace de HILBERT. Alors pour toute application ¢ € H’, il existe un unique
f € HtelqueYv € H,p(v) = (f | v).

De plus ¢ — [ estune isométrie (|| f|| ; = ||&]| ;/)-

REMARQUE 7.
de projection.

On a en fait juste besoin de C' complet et H préhilbertien dans le théoréeme

EXEMPLE 8. Contre-exemples:
e lorsque F n’est pas fermé : prendre H = (*(N) et F lensemble des suites de H nulles a
partir d’un certain rang. F- = {0} mais E # F,
e lorsque H est seulement un espace de BANACH : E = (R?|.|_). Les points
{(z,0)] —1 <z < 1} minimisent la distance de (0, 1) a Vect((1,0)).

APPLICATION 9. Soit7T € L(H).Alors il existe un unique opérateur U € L(H) tel que:

Ve,y € H,(T'(x) |y) = (x [ U(y))

THEOREME 10. [THEOREME DE LAX-MILGRAM]

Soita : H?> — R une forme bilinéaire continue et coercive. Alors pour tout £ € H’, il existe
un unique u € H tel queYv € H,a(u,v) = £(v).

Side plus a est symétrique alors w est 'unique élément de H minimisantv — 1a(v,v)—£(v).

APPLICATION 11. [PROBLEME DE DIRICHLET FAIBLE]
Soit I =]0, 1[et f € L3(I). Alors

EIuGH&(I)WUEH&(I),/u'.v’—i—/uv:/fv
I I I

De plus u minimise la fonction v +— L [ |o/|* + v — [, fu.

1.
1. A.

Soit H un espace de HILBERT.

Somme/base hilbertienne, exemples

Criteres de densité dans un espace de HILBERT. Théoréme d’existence d’une base hilbertienne
Formules de PARSEVAL, exemple

Coordonnées hilbertiennes, convergence dans H de }_ x,e, dés que > |33n|2 < +00

Un espace de dimension infinie est isomorphe a ¢? sietseulementsiil est séparable
si et seulement si il admet une base hilbertienne

Définition de la convergence faible, par linéarité il suffit de le vérifier sur une base hilbertienne

Bases hilbertiennes et convergence faible

Bases hilbertiennes [HLO9, §3.4, p107] [BMPO5, §3.1.4, p107]

Convergence faible [HLO9, §3.2, p99]
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Convergence forte implique faible, réciproque vraie si de plus ||z, | oy 1|

Exemples simples
La boule unité est faiblement compacte

lll. Casdes espaces L [BLO7, ChI, p149]

Soit (E, A, 1) un espace mesuré.

ProPOSITION12. L?(E, A, u) estun espace de HILBERT pour le produit scalaire (. | .) défini
par (f | ) = [ fgdp.

APPLICATION 13. Existence de ’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire L2,

lll.A. Lespace L*(T)

[Gou08, Ch4.5, p256-270] [QZ13, Ch4, p68-135] [BMPO5, §3.3.3/3.3.4, p127]

Onnote T = R/27Z, e, =
5 — -

= Jo f®g(t)dtet| f]l, =

e™™ pour n € Z. On définit lorsque cela a un sens (f | g) =

(F11)

I PrOPOSITION 14. La famille (e,,)necz est une famille orthonormée.

DEFINITION 15. [COEFFICIENT DE FOURIER]

On définit lorsque celaaunsens ¢, (f) = 5= ["_f(t)e~ ™ dt = (f | e,) le n-iéme coeffi-
cient de FOuRIER de f,oln € Z.
EXEMPLE 16.
N a/m sin=20
e Pourf=1)_,,0u0<a<monac,(f)= { si/n(na)/mr <inon
2 1 sin=20
e Pourf:xz—1—2%,0nac,(f) = { 21" cinon

DEFINITION 17. [SOMME PARTIELLES DE FOURIER, DE FEJER]
On appelle somme partielle de Fourier d'ordre N € N la quantité Sy(f) =

ZnN:_N Cn(f)ew
On appelle somme partielle de FEJER d’ordre N € Nla quantité oy (f) = Zn 0 L SN ().

I REMARQUE 18.  On peut voir Sy (f) comme la projection sur Py = Vect((en)—N<n<n).

DEFINITION 19. [NOYAUX DE DIRICHLET, DE FEJER]
On appelle noyau de DIRICHLET a l'ordre N € N la fonction Dy = ij:_N €n.

On appelle noyau de FEJER a lordre N € N la fonction Ky = %Zﬁr:_ol D, =
N 1— In|
anfN( N )en
PROPOSITION 20. On a les propriétés suivantes :
D1) Sn(f) = f=* Dn, F1) on(f) = f* Kn,
D2) Dy estpairet|Dy|, =1, F2) |[Knl|l; =1,
in (2N41 o isin2(N:v/2)
D3) Vx € T, Dy(x) = W, F3) Ve € T, Ky(z) = ¥ sn2(z/2) = O

F4) 6 €]0,7], [5<1y<n K (t)dt N 0.

THEOREME 21. [THEOREME DE FEJER]
e Soit f € C(T). Alors |lon(f)
Ky %
N—+o0
e Soit f € LP(T) pourunp € [1,+ocl. Alors [[on(f)ll,
imy oo [lon(f) = fll, =

I fllo pourtout N > 1eton(f) = f*

< [[fll, pour tout N > 1 et

I REMARQUE 22. On peut retrouver le théoréme de WEIERSTRASS a partir du premier résultat.

APPLICATION 23. F : C(T) — ¢o(Z), f — (cn(f))nez estinjective.

THEOREME 24. (e,,),cz est une base hilbertienne de L?(T). En particulier, pour f € L*(T):

f=SneenHen et fl3e = ez len(HI

APPLICATION 25. [CALCULS DE SERIES]
On peut reprendre I’ Exemple 41 pour calculer les normes des applications dans L? : poura €

[0,27] : 3", ene S‘“EL”“) T (premiére fonction) et 3°, . r = 25 (deuxiéme fonction).
On peut aussi calculer cla55|quement > onene 7z =

1 w2

et e @iz = 5

Soit I unintervalle de R.

L’espace L%(p, ) [BMPOS5, §3.1.5, p110] [Dem96, §11.5, p51]
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DEFINITION 26. Soit p : I — R une fonction mesurable, strictement positive et telle que
pourtoutn € N, [} |z|" p(z)dz < +o0. On dit alors que p est une fonction de poids.

DEFINITION 27. Ondéfinit L?(1, p) = {f : I — Cmesurable| [, |f(2)]? pla)dz < +oo}.

PrROPOSITION 28. L?(I, p) est un espace de HILBERT pour le produit du scalaire (f | g), =

Iy F(@)g(x)p(x)dz.

PrROPOSITION 29. [l existe une unique famille (P,,),c n de polynémes unitaires deux a deux
orthogonaux pour (. | .), et tels que deg(P,,) = n pour tout n.

EXEMPLE 30. Voir les dessins en annexe:
2 A
e PourI =Retp:z+— e *,les (P,)ne n sont les polyndmes de HERMITE,
e Pourl =[-1,1]etp: 2z 1,les (P,)nec n Sont les polyndmes de LEGENDRE.

THEOREME 31. [BASE HILBERTIENNE DE POLYNOMES ORTHOGONAUX]
Soit p une fonction de poids. S’il existe o« > 0 tel que | I el#l p(x)dx < +oo, alors la famille
(P,,)nen est une base hilbertienne de L?(1, p).

EXEMPLE 32. Sans I’hypothese on a le contre-exemple suivant : soit la fonction de poids
w:x— x~ @) sur I = R, Alors (P,,),en ne forme pas une base de L?(I, w).

APPLICATION 33. Si ] estborné, on a donc nécessairement une base hilbertienne.
La famille (P, exp(—.2/2))n, pour (Py,)ne n les polyndmes de HERMITE, est une base hilber-
tienne de L2(R).

ANNEXE

Théoréme de projection sur un convexe fermé
Polynomes orthogonaux

QUESTIONS

Q Soient A, B des convexes fermés disjoints d’un espace de HILBERT réel. On suppos A com-
pact. Montrer qu’il existe un hyperplan affine G séparant A et B, c’est-a-dire H \ G a deux
composantes connexes, dont 'une contient A et 'autre B.

R Considérons : A — R,z — d(z, B).Onad(A, B) = min(p) > 0.

Soita € A atteignant la distance et b = pp(a). Soity) :  — (b — a | z). Montrons que
P(A) < O0etyp(B) > 0.
Siz € A,ona(z—a|b—a) <Oetsiy € B,ona{y—b|a—b) < 0etdonc(y) > (b| a—b)
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