APPROXIMATION D’UNE FONCTION PAR DES POLYNOMES ET DES POLYNOMES TRIGONOMETRIQUES.
EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Approximation par des polynomes [Gou08, §2.1/4.4, p75/236-256]

I.A. Approximation locale de fonctions régulieres

THEOREME 1. [FORMULE DE TAYLOR-YOUNG]
Soientn € N et f une fonction de classe C™ définie sur un intervalle I de R et a valeurs dans
un R-espace vectoriel normé E. Alors poura € I :

k
b f®(a) +

fla+h) =ns0 3k o(h™)

EXEMPLE 2. On a les développements limités suivants, pour toutn € N

sin(z) = Zk 0

k 2k+1

n) et (2k+1) -+ 0($2”+2)

e =30, %’: +o(x

THEOREME 3. [FORMULE DE TAYLOR AVEC RESTE INTEGRAL]
Soientn € Net f une fonction de classe C"*1 définie sur un intervalle [a, b] de R et a valeurs
dans un R-espace de BANACH E. Alors :

F0) = Sho B f® (a) + [ CS0 oD (1t

THEOREME 4. [THEOREME DE BERNSTEIN]

Soita > Oet f :] — a,a|— R une fonction C* telle que pour tout entier k, f**) > 0 sur
| — a, a[. Alors f admet un développement en série entiére sur| — a, al.

l. B.

Densité dans espace des fonctions continues [Qz13, §XIILIL1, p518-519]

THEOREME 5. [THEOREME DE WEIERSTRASS]
R[X] est dense dans C([a, b],C, ||.|| ) poura < b € R.

REMARQUE 6. On a le théoreme de STONE-WEIERSTRASS : soient (X, d) un compact non vide
et H une sous-algebre de C(X,R) séparante et unitaire. Alors H est dense dans C(X, R).
On retrouve ce résultat mais aussi la densité des polynémes trigonométriques dans C(T).

APPLICATION 7. t)t"dt = 0.

Alors f est nulle.

Soit f : [0,1] — C continue telle que pour toutn € N, fo

APPLICATION 8.  Soit f : R, — C continue telle [; f

f0+o° f(t)e "t dt = 0. Alors f estnulle.

t)dt existe et pour toutn € N,

EXEMPLE 9. Ce résultat n’est plus vrai si Uintervalle n’est pas borné! En effetsi f : R — R
est limite uniforme d’une suite de polynomes alors f est un polynéme.

I.C. Densitédans .2

Soit I unintervalle de R.

[BMPO5, §3.1.5, p110] [Dem96, §1.5, p51]

DEFINITION 10. Soit p : I — R une fonction mesurable, strictement positive et telle que
pourtoutn € N, [} [z|" p(x)dx < +o0. On dit alors que p est une fonction de poids.

I DEFINITION 11. Ondéfinit L2(1, p) = {f : I — Cmesurable| [;|f(x) ? p(z)de < +oo}.

PROPOSITION 12.

II (z)dz.

L%(1, p) est un espace de HILBERT pour le produit du scalaire (f | g), =

ProposITION 13. [l existe une unique famille (P,,) ¢ n de polynémes unitaires deux a deux
orthogonaux pour (. | .), et tels que deg(P,,) = n pour tout n.

EXEMPLE 14. Voir les dessins enannexe::
e Pour] =Retp:xz+—e 7, les (P,)ne n sont les polyndmes de HERMITE,
e Pourl =[-1,1]etp: x> 1,les (P,)ne n Sont les polyndmes de LEGENDRE.

THEOREME 15. [BASE HILBERTIENNE DE POLYNOMES ORTHOGONAUX]
S’il existe o > 0 tel que [, el p(z)dx < +oc, alors la famille (P,),en est une base hilber-
tienne de L2 (I, p).

APPLICATION 16. Si I est borné, on a donc nécessairement une base hilbertienne.

La famille (P, exp(—.2/2))n, pour (P,)ne n les polyndmes de HERMITE, est une base hilber-
tienne de L2(R).

EXEMPLE 17. Contre-exemple si la condition du théoréme n’est pas vérifiée : considérer I =
Ry,p:x — - @ et f: 2z — sin(2rln(z)).
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1.
I1. A.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On se donne (z;)o<i<, des points deux a deux
distincts de [a, b].

Interpolation polynomiale

Interpolation de LAGRANGE et erreur d’interpolation [pemgs, chil, p21]

THEOREME 18. [l existe un unique polynéme P,, € R, [X] tel que P, (z;) = f(x;) pour tout
i € [0,n]. P, est appelé polynéme d’interpolation de LAGRANGE associé a f et a (x;);. Ona

n N X—xj
Pn = Zi:O f($1)€7 ou gz = Hj?ﬁi Tz,

THEOREME 19. Supposons f (n +
tel que f(x) — P,(x) =

1) fois dérivable. Alors pour x € [a, b], il existe {, €
o1 () fO D (G) 0U Ty () = [T7_ X — . Ainsi

[a,b]

17 = Palloe < Gy 1T o 72

(n+1)!

EXEMPLE 20. La précision des polynémes interpolateurs provient alors du contréle de
1541 ]| o, C’est-a-dire de la répartition des points. Dans le cas de points équidistants (z; =

xo + ih),ona:
o ((b — a)"+1)
e
APPLICATION 21. [PHENOMENE DE RUNGE]

Soit f r — wQ—{H sur [—1,1]. C’est une fonction C*° mais dont les dérivées aug-
mentent rapidement en norme infinie vers 0. Il s’en suit dans le cas de points équidistants que

o oo [V 2 0

n—-+oo
On observe alors (voir annexe) que les polyndmes d’interpolation ne convergent pas uniformé-
ment vers f.

n+1

max
n + 1 0<i<n

Fop<t

PO @] et sl =

DEFINITION 22. [POLYNOMES DE TCHEBYCHEV]
On définit par récurrence la suite (7},),cn de polyndomes par Ty = 1, Ty
2XT, — T,_1.0n vérifie alors que T},(cos(f)) = cos(nf) pour tout f € R.

= Xet Tn+1 =

2k+1

PROPOSITION 23.  Lesracinesde T,y sontles (cos (25+))  _, .. , appelés points d’inter-

polation de TCHEBYCHEV.

EXEMPLE 24. Prenant les points d’interpolation de TCHEBYCHEV (avec [a, b] =

~o((5)"7)

[0,1])),0ona:

M1l oo

Comme (e /4)"+1

beaucoup plus précis que ceux associés a des points équidistants.

—+> 0, on obtient que les polyndmes d’interpolation de TCHEBYCHEV sont
n—-+00

APPLICATION 25. Le phénomeéne de RUNGE n’est plus observé avec les polyndmes d’interpo-
lation de TCHEBYCHEV.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On cherche des formules pour approcher I(f) =
f: f(t)dt.Fixonsa = x9 < 1 < --+ < x, = bunesubdivisionde [a, b].Onpose h; = z;11—;.

Application aux méthodes de quadrature [Dem96, Chlll, p59]

DEFINITION 26. [METHODE DE QUADRATURE]

Une méthode de quadrature consiste, pour 0 < i < n — 1 a approcher I; = f”””l f par
Ai(f) = h; Z?:o w; i f(Ci ;) oules ((; j); sont dans [z;, z;41] et les (w; j)o<j<n SONt des
réels fixés tels que >, w; ; = 1.

Onnotealors E(f) =1(f) — Zf’;ol A;(f) Verreur de la méthode.

DEFINITION 27. [METHODE DE QUADRATURE]
On dit qu’une méthode de quadrature est d’ordre N si elle est exacte (E(f) =
f € Ry[X]ets'il existe f € Ry1[X] telle quelle soit inexacte.

0) pour tout

APPLICATION 28. Fixant ({;); associés a une subdivision de [z;, z;11], on peut prendre pour
fonction de poids w; = hi f[%xi“] tiouly =1l g:—g”z : ce sont les méthodes par interpo-
lation de LAGRANGE.
(i) [METHODE DES RECTANGLES]
On approxime I(f) par 3.1, " hif(z) ot (2); = (x;); ou (wi41);. Méthode d’ordre 0.
(i) [METHODE DES POINTS MILIEUX]
<51 s

De méme avec (z;); = (*+5—);. Méthode d’ordre 1 et E(f)
(iii) [METHODE DES TRAPEZES]

On approxime I(f) par 1~ h; M .Méthode d’ordre 1 et E(f)
estC?.

(iv) [METHODE DE SIMPSON]
On approxime I(f) par 3.7 h; F@ipr) +47
O(||F ™| ) si festct.

EXEMPLE 29. Approximation de [ cos®(z )d =
(i) méthode des rectangles (a gauche ou a droite) :

(ii) méthode des points milieux: 0,

(iii) méthode des trapézes: ,

(iv) méthode de SIMPSON : &

si f estC2.

<SSt f

S @) g4 )
5 i ).Methodedordre3etE(f) =

\-’Mﬂ
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lll. Approximation de fonctions périodiques
[Gou08, Ch4.5, p256-270] [QZ13, Ch4, p68-135] [BMPO5, §3.3.3/3.3.4, p127]
ll.A. Polyndmes trigonométriques et séries de FOURIER

Onnote T = R/27Z, e, =
27

= [ ftgt)dtet| fll; =

e’ pour n € Z. On définit lorsque cela a unsens (f | g) =

(F15).

DEFINITION 30. [POLYNOME, SERIE TRIGONOMETRIQUE]
On appelle polynéme trigonométrique une combinaison linéaire finie des (e, )nez.
On appelle série trigonométrique une combinaison linéaire des (e, ) nez-

Une série trigonométrique converge-t-elle? Ponctuellement, uniformémement, dans LP? ...

DEFINITION 31. [COEFFICIENT ET SERIE DE FOURIER]

Pour f € L*(T), on définit c,,(f) = 5= ["_ f(t)e " dt = (f | en) le n-iéme coefficient
de FOURIER de f, ol n € Z. On définit la série de FOURIER associée a f comme la série
trigonométrique S = > _, cn(f)en.

neZz

EXEMPLE 32.
e Pour f = ]l]fa,a[ oul<a< m,ona Cn(f) - {

T2n2

sin=0
sinon

a/m
sin(na)/nm

sin # 0,1sinon.

. Pourf:xﬂlf%,onacn(f):

PROPOSITION 33. Pour f € L'(T),ona:

(i) cn (?) = Cfnv(f):
(ii) cp(taf) =™ en(f),

(ii) f*en=cn(f)en,
(iv) sif € C(T)ﬂC;m(’]I‘), en(f)

= incy (f).

LEMME 34. [LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE]

Si f € LY(T), alors ¢, (f) = 0.
n—-+0oo

lll. B. Convergences au sens de CESARO

DEFINITION 35. [SOMME PARTIELLES DE FOURIER, DE FEJER]
On appelle somme partielle de Fourier d'ordre N € N la quantité Sy(f) =

ZnN:_N Cn(f)ew
On appelle somme partielle de FEJER d’ordre N € Nla quantité oy (f) = Zn 0 L SN ().

I REMARQUE 36.  On peut voir Sy (f) comme la projection sur Pn = Vect((en)—N<n<n)-

DEFINITION 37. [NOYAUX DE DIRICHLET, DE FEJER]
Le noyau de DIRICHLET d’ordre N € N est la fonction Dy = ij:_N €n-

Lenoyau de FEJERd’ordre N € Nestlafonction Ky = &+ SN ' D, =N —%)en.

PROPOSITION 38. On a les propriétés suivantes :

D1) Sx(f) = f* Dn, F1) on(f) = f* Kn,
D2) Dy estpairet|| Dy, = 1, F2) |Kxl, =1,
in (241 _ 1 sin?(Nz/2)
D3) Vaz € T, Dy (z) = TJ) F3) Ve e T, Kn(2) = ¥ 5em/ay 2 0

F4) Yo e]o,w],fégmgr Ky (t)dt o7 0.

—+oo

THEOREME 39. [THEOREME DE FEJER]

e Soit f € C(T). Alors |lon(f)lloo < Ifllo pourtout N > leton(f) = f =
Ky — .
N—+oco

e Soit f € LP(T) pourunp € [1,4o0l Alors lon (f)l, <

| f]l, pour tout N > 1et

I REMARQUE 40. On peut retrouver le théoréme de WEIERSTRASS a partir du premier résultat.

ApPLICATION 41. F : C(T) — ¢o(Z), f — (cn(f))nez estinjective.

lll. C. Convergence en moyenne quadratique

THEOREME 42. (e, )ncz €stune base hilbertienne de L?(T). En particulier, pour f € L*(T):

f=Yneenlfen et Nfle = ez len(H)

APPLICATION 43. [CALCULS DE SERIES]

On peut reprendre ’Exemple 41 pour calculer les normes des applications dans L? : pour a €
i N . 4 N .

[0,27] : 3", en S”’E}”“) = 5% (premiére fonction) et 3 L 5 (deuxiéme fonction).

N neN* ? =
On peut aussi calculer ) . # =z s

L
et nen TmE = §

I THEOREME 44. Si f € C(T)NC,,,(T), alors (Sn(f)) nen converge normalement vers f.

EXEMPLE 45. |l existe une fonction f € C(T) telle que (S (f)(0))nen Ne converge pas.
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ANNEXE

Polynémes de HERMITE et de LEGENDRE.
Illustration des différentes méthodes numériques.

SPEECH

Il'y a plusieurs types de convergences (écrire au tableau) : ponctuelle, uniforme, au sens de
CESARO, quadratique (associée a la norme L?). On va essayer de montrer des résultats pour
chaque type de convergence et de faire des liens entre eux.

QUESTIONS

Q Trouver un espace de suites sur lequel la transformée de FOURIER F est surjective.
R Soit F : LY(T) — C2.

Si f € LYT), on sait par lemme de RIEMANN-LEBESGUE, que c,(f) — 0 donc

n—-+oo
application est bien définie. Est-elle surjective?

Vérifions que (CZ, ||.|| ) est complet. Ona (CZ, ||.|l..) € (CZ,||.||..) complet. Soit (u,),,
une suite de CAUCHY. Soient p, ¢ € N. Soit ((u¥),,)x une suite de Cy(Z) convergent vers
(Un)n- ON @ limy, 4 oo Uy = limy, 4 o0 limg_s 4 o uk. Cette limite vaut-elle 0? Soit N € N.
Onalun| < ’uN - uﬂ“\,’ + |uf | < Hu — ukHoo + |uf|. Donclimsup y Jun| < Hu - ukHOO
pour tout &, donc limy uy = 0.
Si F est surjective, elle est bijective, linéaire et continue de (L(T), ||.||,) dans (CZ, ||.||.)-
Par un corollaire du théoréme de BANACH-STEINHAUS, F ! serait continue, donc il existerait
C'telleque ||.|| . < C || F()| ., sur L' (T). On vérifie que ce nest pas possible.

Q Soit f € C(T).{f *g|g € C(T)} est-il dense dans C(T) pour ||.||,?

R Montrons que e,,, = e™ n’est pas dans 'adhérence en supposant ¢, (f) = 0.
S’il existe (g, )n telleque f g, j emsalors e (f * gn) = em(f)em(gn) = 0 pour tout

n——+o0o

n, alors que ¢,, (e,n,) = 1, ce qui donne une contradiction.
Par ailleurs, si ¢ (f) # 0 pour tout k, montrons que I'ensemble est dense. Soit h € C(T).

On voudrait trouver (g,,), telle que cx(gn) ?}:E% pour tout k. Posons g, =

n—-+4oo
S Z’;gﬁg ey. Alors par ’égalité de PARSEVAL :

1f * g = Bll5 =D len(f * gu — M)I®

kEZ

On calcule |ci(f * gn, — h)| = 0 pourn > k, et c,(h) pourn < k,donc || f * g, — h||§ =
2 lk|>n le(R)|> —>  0entant que reste d’une série convergente.
n—-+oo
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