ESPACES VECTORIELS NORMES, APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES. EXEMPLES.

Soit K = R ou C. Soit E' un K-espace vectoriel.

I. Généralités sur les espaces vectoriels NOrmeés [couos, 1.5, pa7-4s]

DEFINITION 1. [NORME]
On appelle norme sur E une application ||.|| : E — R telle que:
e pourtoutz € E, ||z|| =0 <=z =0,
o pourtout A € Ketx € E, ||A.z| = |\l ||z,
e pourtoutz,y € B, e +y|| < ] + [yl
Lorsque E est muni d’une norme, on parle d’espace vectoriel normé.

EXEMPLE 2.

1
1. [SURK"] pour p € [1,+oc], [|(x1,....za)ll, = (7, JeilP) /P et |[(z1, ...
maxi<i<n ‘;Ez‘

2. [sURK[X]] Généralisation a K[X]| ~ K™,
3. [sur F([a, b, K)I || fll . = suppay |f]

axn)Hoo =

b 1/p
[surC([a, 8] KT £1l, = (J; I/ (@) da) .
On suppose dans la suite - muni d’une norme ||.|| ;.

I PROPOSITION 3. E est métrique pour la distance d : (z,y) — ||y — || 5.

DEFINITION 4. [NORMES EQUIVALENTES]
Soit N1, No deux normes sur E. On dit que N; est plus fine que N, s'il existe C' > 0 tel que
N, < CNj sur E.Ondit que Ny et N sont équivalentes si chacune est plus fine que l’autre.

REMARQUE 5. N et N, définissent alors laméme topologie, et leurs distances induites sont
équivalentes.

EXEMPLE 6. SurK”, lafamille {[|.||,}1<p<co est une famille de normes équivalentes.

Il. Continuité des applications linéaires [Gou08, §1.5, p48-50]

Soient (E, ||.||g), (F, |Il.|l ) et (G, ||.||) des espaces vectoriels normés. On note L(E, F) les
applications linéaires de E dans F et L.(E, F) son sous-ensemble d’applications continues.
Onnote L(E x F,G) les applications bilinéaires de E x F dans G.

THEOREME 7. Soit f € L(E, F). Alors on a équivalence :
(i) f estcontinue sur E,
(i) f estcontinue en(,

(iii) f est bornée sur la boule ou la sphére unité de E,

(iv) ilexiste M > OtelqueVx € E, || f(2)||p < M ||z|| g
(v) f estlipschitzienne sur E.

EZCl([avb]7K) — F:CO([aab]vK)
! — f
Sillfllp = Il.f ]l elle est continue pour || f|| z = [[fll o + I|./'[|oc mais pas pour || fl| z = || f| -

EXEMPLE 8. L’application est linéaire.

[NORME SUBORDONNEE]

On définit || f]| = M — M —
zemnfo} zllg lelp<t  I1Tlg

L.(E, F).0n l'appelle lanorme subordonnée a ||.|| ; et ||.|| -

DEFINITION 9.

sup[[u(a)||- pour f €

llzll z=1

PROPOSITION 10. ||.|| est une norme sur L.(E, F).
De plus, pour f € L(E, F)etg € L(F,G),onallgo fllga < Ilfllz.r llgl

F.G

EXEMPLE 11. Pour E = F = K", on définit des normes sur M,,(K) : [AKO2, §3.1, p54]
o Al = maxi<i<n Y7, |ai;| estlanorme subordonnée associéea ||.| ; = ||. |-
e [|A]l, = maxi<j<n > i, |a; ;| estla norme subordonnée associéea || = ||.||;-
Ona|[Trf| = npour B = F = (My(K), ||l o)-

PrRoPOSITION 12. Soit f € Lo(E x F,G)°. Alors on a équivalence :
e festcontinuesurE x F,
e festcontinueen (0,0),
o ilexiste M > OtelqueV(xz,y) € E x F, ||f(z,y)|lc < M ||z|| 5 |yl o

a. ensemble des applications E x F' — G bilinéaires

EXEMPLE 13. Un produit scalaire est une forme bilinéaire continue.
Soit E = (RY,||.]|)- Lapplication :

ExE
((xn)n€N7 (yn)nGN)

— E
— (nxnyn)nGN

n’est pas continue.
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Ill. Espaces vectoriels normés de dimension finie

[Gou08, §1.5, p50/56] [Hau07, §17.6-7, p321-322]

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé réel ou complexe de dimension quelconque (on sup-
pose la notion de norme connue).

I PROPOSITION 14. La sphére unité de (R™, ||.|| ) est compacte.

I THEOREME 15. Si E est de dimension finie, alors toutes les normes sur E sont équivalentes.

EXEMPLE 16. Contre-exemple en dimension infinie: ||.||; et |||, surC([0,1],R).
Contre-exemple sur Q non complet : Q[v/2], N1 (a + bv/2) = |a| + |b] et Ny = |.|.

I COROLLAIRE 17.  Si E est de dimension finie, les compacts de E sont les fermés bornés.

EXEMPLE 18. C’est faux en dimension infinie : prendre (C°([0, 1]), ||.|| ) et considérer (f,, =

]1[0,1/n]) € B(07 1)N

I COROLLAIRE 19. Si E est de dimension finie, E est complet.
I COROLLAIRE 20. Un sous-espace vectoriel d’un espace de dimension finie est fermé.

I COROLLAIRE 21. S E et de dimension finie, alors L(E, F) = L.(E, F).

EXEMPLE 22. Contre-exemple en dimension infinie : f —— £(0) sur (C([0, 1],K), ||.||;), ou
P +— P’ sur (K[X], |.]|.)-

THEOREME 23. [THEOREME DE RIESZ]
E est de dimension finie si et seulement si B (0, 1) est compacte.

IV. Propriétés des espaces de BANACH

IV.A. Généralités [Gou08, §1.5, p52]

DEFINITION 24. [ESPACE ET ALGEBRE DE BANACH]
Un espace de BANACH est un espace vectoriel normé complet. Une algebre A est une al-
geébre de BANACH si elle est munie d’une norme sous-multiplicative (c’est-a-dire Vz,y €

A flzyll < flz TylD-

EXEMPLE 25.
o K" et F([a, b],K) sont des espaces de BANACH,
e Si F estun espace de BANACH, L.(E, F) est une algébre de BANACH.
k

o K[X] n’est complet pour aucune norme (considérer P, (z) = >, _, Mﬁw).

PROPOSITION 26. Un espace vectoriel normé est un espace de BANACH si et seulement si
toute série absolument convergente est convergente.

COROLLAIRE 27. Soit A une algébre de BANACH.
o Siflz|| < 1,3, oy x" estinversible, d’inverse 1 — .
e [’'ensemble des inversibles de A est un ouvert.

THEOREME 28. [COMPLETE D’UN ESPACE METRIQUE]

Il existe un espace métrique complet (X, d) et une isométrie i : (X,d) — (X,d) d’image
dense. De plus, si (X', d') et i’ convient également, alors il existe une isométrie bijective o :
X — X' telleque poi =i

EXEMPLE 29.
. @ = R pour la distance usuelle (on construit en fait R comme étant le complété de Q),
e P = (C([0,1]) pour la norme uniforme, ou P est I'ensemble des fonctions polynomiales
sur [0, 1] [THEOREME DE WEIERSTRASS].

e Pour lanorme p < +o00:C([0, 1], K) = L*([0,1]), ([0, 1],K) = ¢([0, 1], K).

IV.B. Théoréme de BAIRE et conséquences

[Gou08, An.A, p397-406] [Rud98, Ch5, p125] [Bre99, Ch2, p15-21]

THEOREME 30. [THEOREME DE BAIRE]
Si (Un ) nen est une suite d’ouverts denses d’un espace complet E, alors N, enU,, 'est aussi.

APPLICATION 31. Un espace de BANACH est de dimension finie ou non dénombrable.

THEOREME 32. [THEOREME DE BANACH-STEINHAUS]

Soit F un espace de BANACH et F' un espace vectoriel normé. Soit (u;);c 1 une famille d’ap-
plications de L.(E, F') simplement bornée (c’est-a-dire Vx € E, sup;c; ||ui(x)| < +00).
Alors sup;¢c; [|ui| < +oc.

APPLICATION 33. Existence d’une fonction continue 27-périodique telle que sa série de
FOURIER diverge en 0.
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APPLICATION 34. Soient E, E| des espaces de BANACH et E, ' des espaces vectoriels normés.
e Soit f : E — F limite simple d’une famille d’applications de L.(E, F). Alors f €
LAE,F).
e Soit B : Fy x E; — F une application bilinéaire telle que les applications partielles
soient continues. Alors B € L.(E; X Ey, F).

THEOREME 35. [THEOREME DE L’APPLICATION OUVERTE]
Une application linéaire continue surjective entre espaces de BANACH est ouverte.

I COROLLAIRE 36. Une application linéaire continue bijective entre espaces de BANACH est

d’inverse continue.

APPLICATION 37. (GL(E),o) estun groupe. C’est un ouvertde L.(F, o).
APPLICATION 38. Si un espace de BANACH est muni de 2 normes dont l'une est plus fine que
lautre, alors elles sont équivalentes.

COROLLAIRE 39. [THEOREME DU GRAPHE FERME]
Une application linéaire T E — F entre deux espaces de BANACH est continue
si et seulement si son graphe ({(z, T(z)) | x € E}) est fermé pour la norme produit.

APPLICATION 40. (admis) Si T et U sont des applications linéaires (pas forcément continues)
de H satisfaisant Vo,y € H,(T(z) | y) = (z | U(y)), alors T et U sont continues (donc
T,U € L(H)).

V. Lecasdes espaces de HILBERT

[Gou08, An.B, p407-416] [Bre99, Ch5, p79-82] [BMP05, §3.1.2, p95-107]

DEFINITION 41. [ESPACE DE HILBERT]
H est un espace préhilbertien si c’est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. C’est
un espace de HILBERT s’il est complet pour la norme issue du produit scalaire.

REMARQUE 42. Toute norme vérifiant 'identité du parallélogramme dérive d’un produit
scalaire et est donc une norme hilbertienne. C’est un critére pratique : (C([a, b], K), ||.||..)
n’est pas un espace de HILBERT par exemple.

EXEMPLE 43.
e Si (Hp)nen HILBERT,

{(xn)neN €lLenHnl Dnen ||xn||2 < +oo} est un espace de HILBERT pour le produit

scalaire ((zn)nen | (Yn)nen)m = ZnGN(x’ﬂ | Yn) -

est une suite despaces de alors H =

o L%(X, A, 1) estun espace de HILBERT pour tout espace mesuré (X, A, u).

THEOREME 44. [PROJECTION SUR UN CONVEXE FERME]
Soit C un convexe fermé d’un espace de HILBERT H. Alors :

Ve e H,ApeC| |z —pl|=dx0C)

De plus, p est 'unique élément de C satisfaisantVec € C,R({x —p | c —p)) <O0.
I REMARQUE 45. On a en fait juste besoin de C' complet et H préhilbertien.
I COROLLAIRE 46. Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors H = F @ F*.

THEOREME 47. [THEOREME DE RIESZ-FRECHET]

Soit H un espace de HILBERT. Alors pour toute application ¢ € H', il existe un unique
f € HtelqueYv € H,¢(v) = (f | v).

De plus ¢ — f estune isométrie (|| f|| ; = |||l g)-

EXEMPLE 48. Contre-exemples:
e lorsque C n’est pas convexe : soit H = Ret C' = R\] — 1, 1]. Alors 1 et —1 minimisent la
distancede0aC.
e lorsque F n’est pas fermé : prendre H = (%(N) et F lensemble des suites de H nulles a
partir d’un certain rang. F- = {0} mais E # I,
e lorsque H est seulement un espace de BANACH : E = (R?|.|_). Les points
{(z,0)] —1 <z < 1} minimisent la distance de (0, 1) a Vect((1,0)).
APPLICATION 49. Existence de 'espérance conditionnelle d’une variable aléatoire L2.

APPLICATION 50. Existence et unicité de 'adjoint d’un opérateur T € H'.
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SPEECH

L'objectif de la legon est de généraliser les notions d’analyse (continuité, ...) dans le cadre d’es-
paces vectoriels.

Dans la premiére partie, on rappelle des généralités et exemples usuels sur les espaces vecto-
riels normés. La notion de distance permet de faire de la topologie. On a de nombreuses carac-
térisations de la continuité des applications linéaires, notamment par la norme subordonnée.
Ensuite, on regarde le cas particulier des espaces vectoriels normés de dimension finie. On se
rameéne en fait a ’étude de K™. Notion de complétude Le théoreme de RiEszoffre une forte ca-
ractérisation de la dimension finie.

Puis une troisieme partie se consacre aux espaces de BANACH, plus restrictifs mais qui offrenten
général un cadre de travail appréciable (et accessible par le théoreme de complétude). On s’at-
tarde notamment sur les théorémes de BAIRE, de BANACH-STEINHAUS, de l'application ouverte,
du graphe fermé.

Enfin on regarde le cas des espaces de HILBERT, encore plus restrictifs que les BANACH, mais qui
sont un cadre également tres important.

COMMENTAIRES

Beaucoup de choses a mettre dans cette legon : en profiter pour ne mettre que des choses que
’on maitrise et partir dans les directions que l'on souhaite.
Le [QZ13] contient tout ce qu’il faut pour cette lecon.

QUESTIONS

Q Soit f : E x FF — G bilinéaire dans un BANACH, continue par rapport aux deux variables
séparément. Montrer que f est continue.

R C’est un corollaire du théoréme de BANACH-STEINHAUS.
Q Existe-t-il des applications linéaires non continues?
R Oui, par exemple f définie par f(p/q) = 1/qsipAg=1let f(z) =0siz ¢ Q.
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