
��� EXEMPLES DE PARTIES DENSES ET APPLICATIONS.

Soit (E, d) un espace métrique,A une partie deE
Adhérence deA, définition deA dense

I. En dimension finie
I. A. Densité surR [Gou��, §�.�, p��] [FGN��, §�.��, p��]

A est dense si et seulement siAfl]a, b[ ”= ? pour tout a < b
Exemples deQ etR \ Q, application : le seul morphisme d’anneaux deR dansR est l’identité
Un sous-groupe deR est soit dense soit de la forme aZ
aZ + bZest dense si et seulement si a et b sont commensurables, (e

in◊
)n est dense dans U

si et seulement si ◊ /œ 2fiQ
Densité dansC, dansRn

I. B. Densité dans les espaces dematrices
[BMP��, §�.�.�/�.�, p���/���] [MM��, §VII.�, p��]

Densité deGLn(K), application : ‰AB = ‰BA, di�érentielle du déterminant
Densité desmatrices diagonalisables dans les trigonalisables, donc dansMn(C) en particulier
Application au théorème de C�����-H�������, non continuité du polynômeminimal, de la dé-
composition de D������

II. Densités dans les fonctions continues sur un compact

II. A. Généralités [HL��, Ch�, p��–��]

Soit (X, d) un compact non vide. Espace des fonctions continues sur un compact, muni de la
norme uniforme

T������� �. [�������� �� S����-W����������]
SoitH une sous-algèbredeC(X,R) séparanteetunitaire. AlorsH est densedansC(X,R).

Application : théorème deW���������� (dans le cas où l’on est sur R, la limite est nécessaire-
ment un polynôme), polynôme de B��������, densité des fonctions lipschitziennes
Application : une fonction continue f telle que

s b
a f(x)xndx = 0 pour tout n est nulle

II. B. Fonctions périodiques
[Gou��, Ch�.�, p���–���] [QZ��, ChIV, p��–���] [BMP��, §�.�.�/�.�.�, p���]

Densité des polynômes trigonométriques dans les fonctions 2fi-périodiques continuesæ base
de F������ des fonctions 2fi-périodiques
On note T = R/2fiZ, en = e

in. pour n œ Z. On définit lorsque cela a un sens Èf | gÍ =

1
2fi

s 2fi
0 f(t)g(t)dt et ÎfÎ1 =


Èf | fÍ.

D��������� �. [����������� �� F������]
Pour f œ L1

(T), on définit cn(f) =
1

2fi

s fi
≠fi f(t) e

≠int dt = Èf | enÍ le n-ième coe�icient de
F������ de f , où n œ Z.

D��������� �. [����� ���������� �� F������, �� F����]
On appelle somme partielle de F������ d’ordre N œ N la quantité SN (f) =qN

n=≠N cn(f)en.
On appelle somme partielle de F���� d’ordreN œ N la quantité ‡N (f) =

1
N

qN≠1
n=0 SN (f).

D��������� �. [������ �� D��������, �� F����]
On appelle noyau de D�������� à l’ordreN œ N la fonctionDN =

qN
n=≠N en.

On appelle noyau de F���� à l’ordre N œ N la fonction KN =
1
N

qN≠1
n=0 Dn =qN

n=≠N (1 ≠ |n| /N)en.

T������� �. [�������� �� F����]
Soit f œ C(T). Alors Î‡N (f)Î

Œ
Æ ÎfÎ

Œ
pour toutN Ø 1 et ‡N (f) = f ú KN

u≠æ
Næ+Œ

f .

R������� �. On peut retrouver le théorème deW���������� à partir de ce résultat.

A���������� �. F : C(T) ≠æ c0(Z), f ‘≠æ (cn(f))nœZ est injective.

T������� �. (en)nœZ est une base hilbertienne deL2
(T). En particulier, pour f œ L2

(T) :

f =
q

nœZ cn(f)en et ÎfÎ2
L2 =

q
nœZ |cn(f)|2

A���������� �. [������� �� ������]
On peut reprendre l’Exemple �� pour calculer les normes des applications dans L2 : pour a œ
J0, 2fiK :

q
nœNú

sin(na)
n =

fi≠a
2 (première fonction) et

q
nœNú

1
n4 =

fi4

90 (deuxième fonction).
On peut aussi calculer classiquement

q
nœNú

1
n2 =

fi2

6 et
q

nœNú
1

(2n≠1)2 =
fi2

8 .

T������� ��. Si f œ C(T) fl C1
pm(T), alors (SN (f))NœN converge normalement vers f .

E������ ��. Contre-exemple sans l’hypothèse C1
pm : il existe une fonction f œ C(T) telle que

(SN (f)(0))NœN ne converge pas (c’est un corollaire du théorème de B�����-S��������).
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III. Espaces Lp [BP��, Ch�, p���–���] [Bre��, ChIV, p��] [QZ��, ChIX.III, p���]

Soit (E, A, µ) un espace mesuré. Soit K = R ou C. On se place sur Rd muni de la mesure
de L�������, dont on suppose la construction connue. Soit p œ [1, +Œ] et q son exposant
conjugué ( 1

p +
1
q = 1).

On suppose connue la constructiondes espacesLp, des normesÎ.Îp, la complétudedeLp pour
p < +Œ.

T������� ��. Lorsque p < Œ :
(i) l’ensemble des fonctions en escalier à support compact est dense dansLp,
(ii) l’ensemble des fonctions continues à support compact est dense dansLp,
(iii) Lp est séparable.

A���������� ��. Uniforme continuité de l’opérateur par translation : pour tout f œ Lp, a ‘≠æ
·af est uniformément continue surR.

D��������� ��. On appelle convolution de f et g la fonction f ı g : x ‘≠æ
s
Rd f(y)g(x ≠

y)dy, lorsque celle-ci est bien définie.

D��������� ��. [������������� �� �’����� �� ����� �������������]
Une suite (–n)nØ1 de fonctions positives deL1 est une approximation de l’unité si :
• pour tout n œ N, on a

s
Rd –nd⁄d = 1,

• pour tout Á > 0, on a limnæ+Œ

s
{xØÁ}

–nd⁄d = 0.
Si de plus les (–n)nØ1 sont de classe CŒ

c , alors on dit que c’est une suite régularisante.

E������ ��. [��������� �’��� ����� �������������]
On considère „ : x ‘≠æ exp(

1
ÎxÎ

2
≠1 )1]0,1](ÎxÎ) puis – : x ‘≠æ „(x)s

Rd
„d⁄d

.

Alors la suite –n : x ‘≠æ nd–(nx) est une suite régularisante.

T������� ��.
(i) Si f œ L1 et g œ Lp, alors f ı g existe µ-p.p. et Îf ı gÎp Æ ÎfÎ1 ÎgÎp.
(ii) Si p < +Œ, soient f œ Lp et (–n)nœN une approximation de l’unité. Alors f ú

–n
Lp

≠æ
næ+Œ

f .

A���������� ��. [������������ �� ��������� ��������]
Soit K un compact de Rd et � un ouvert contenant K. Alors il existe ◊ œ CŒ

(R
d
) telle que

◊ = 1 surK, ◊ = 0 surRd \ � et 0 Æ ◊ Æ 1.

T������� ��. CŒ
c (R

d
) est dense dansLp pour 1 Æ p < +Œ.

IV. Densité dans les espaces deH������
[BMP��, §�.�.�, p���] [Dem��, §II.�, p��]

SoitH un espace de H������.
Critères de densité dans un espace de H������. Théorème d’existence d’une base hilbertienne
Formules de P�������, exemple
Cas deL2 : c’est un espace de H������ avec le produit scalair associé ...
Soit I un intervalle deR.

D��������� ��. Soit fl : I ≠æ R une fonctionmesurable, strictement positive et telle que
pour tout n œ N,

s
I |x|n fl(x)dx < +Œ. On dit alors que fl est une fonction de poids.

D�����������. OndéfinitL2
(I, fl) =

Ó
f : I ≠æ Cmesurable |

s
I |f(x)|2 fl(x)dx < +Œ

Ô
.

P���������� ��. L2
(I, fl) est un espace de H������ pour le produit du scalaire Èf | gÍfl =s

I f(x)g(x)fl(x)dx.

P���������� ��. Il existe une unique famille (Pn)nœ N de polynômes unitaires deux à deux
orthogonaux pour È. | .Ífl et tels que deg(Pn) = n pour tout n.

E������ ��. Voir les dessins en annexe :
• Pour I = R et fl : x ‘≠æ e

≠x2
, les (Pn)nœ N sont les polynômes de H������,

• Pour I = [≠1, 1] et fl : x ‘≠æ 1, les (Pn)nœ N sont les polynômes de L�������.

T������� ��. [���� ������������ �� ��������� �����������]
Soitflune fonctiondepoids. S’il existe– > 0 tel que

s
I e

–|x| fl(x)dx < +Œ, alors la famille
(Pn)nœN est une base hilbertienne deL2

(I, fl).

E������ ��. Sans l’hypothèse on a le contre-exemple suivant : soit la fonction de poids
w : x ‘≠æ x≠ ln(x) sur I = R+. Alors (Pn)nœN ne forme pas une base deL2

(I, w).

A���������� ��. Si I est borné, on a donc nécessairement une base hilbertienne.
La famille (Pn exp(≠.2/2))n, pour (Pn)nœ N les polynômes de H������, est une base hilber-
tienne deL2

(R).
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���������

Q Soit f œ C0
(R,R) telle que f|Q = 0. Montrer que f = 0.

Q SoitH unhyperplan d’un espace vectoriel normé.Quedire de ses propriétés topologiques?
R SoitH est dense, soitH est fermé. En e�et,H µ H µ E, donc soitH = H , soitH = E.
Q Donner des exemples d’hyperplans denses/fermés.
R Soit Ï1 : f ‘≠æ

s
f et Ï2 : f ‘≠æ f(0) sur (C([0, 1],R), Î.Î1). Ï1 est continue tandis que

Ï2 ne l’est pas. Leur noyau respectif est donc fermé et dense.

�������������
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