EXEMPLES DE PARTIES DENSES ET APPLICATIONS.

Soit (E, d) un espace métrique, A une partie de F
Adhérence de A, définition de A dense

I. Endimension finie

I. A.

A est dense si et seulement si AN|a, b[# @ pourtouta < b

Exemples de Q et R \ Q, application : le seul morphisme d’anneaux de R dans R est l'identité
Un sous-groupe de R est soit dense soit de la forme aZ

aZ + bZest dense si et seulement sia et b sont commensurables, (ei"?),, est dense dans U
si et seulementsi 6 ¢ 27Q

Densité dans C, dans R™

Densité sur R [Gou08, §1.1, p10] [FGNO7, §1.13, p29]

I.B. Densité dans les espaces de matrices

[BMPO5, §4.3.3/4.6, p179/217] [MM16, §VI1.3, p76]

Densité de GL,,(K), application : x a5 = x4, différentielle du déterminant

Densité des matrices diagonalisables dans les trigonalisables, donc dans M, (C) en particulier
Application au théoréme de CAYLEY-HAMILTON, non continuité du polynéme minimal, de la dé-
composition de DUNFORD

Il. Densités dans les fonctions continues sur un compact

II.A. Généralités [HL09, Ch1, p26-30]

Soit (X, d) un compact non vide. Espace des fonctions continues sur un compact, muni de la
norme uniforme

THEOREME 1. [THEOREME DE STONE-WEIERSTRASS]
Soit H une sous-algébre de C( X, R) séparante et unitaire. Alors H est dense dansC (X, R).

Application : théoréme de WEIERSTRASS (dans le cas ou l'on est sur IR, la limite est nécessaire-
ment un polyndme), polynéme de BERNSTEIN, densité des fonctions lipschitziennes

Application : une fonction continue f telle que fab f(z)x™dz = 0 pour tout n est nulle

1. B. Fonctions périodiques

[Gou08, Ch4.5, p256-270] [QZ13, ChIV, p68-135] [BMPOS5, §3.3.3/3.3.4, p127]

Densité des polyndmes trigonométriques dans les fonctions 2w-périodiques continues — base
de FOURIER des fonctions 2w-périodiques
Onnote T = R/27Z, e, = ™ pourn € Z.On définit lorsque cela a un sens (f | g) =

L2 rwygtdeet|fll, = T 1)

DEFINITION 2. [COEFFICIENT DE FOURIER]
Pour f € L'(T), on définit c,, (f) = 5= [ f ()
FOURIER de f,oun € Z.

e~ dt = (f | e,) le n-iéme coefficient de

DEFINITION 3. [SOMME PARTIELLES DE FOURIER, DE FEJER]
On appelle somme partielle de Fourier dordre N € N la quantité Sy(f) =

Yonen Cn(f)en.
On appelle somme partielle de FEJER d’ordre N € Nla quantité oy (f) = Zn 0 L SN (f).

DEFINITION 4. [NOYAUX DE DIRICHLET, DE FEJER]
On appelle noyau de DIRICHLET a l'ordre N € N la fonction Dy = Zf:’:_N €n-

On appelle noyau de FEJER a lordre N € N la fonction Ky = %Zg;ol D, =
N
Zn:—N(l — |n| /N)en.
THEOREME 5. [THEOREME DE FEJER]
Soit f € C(T). Alors |lon (f)|l o < || fllo pourtout N > leton(f) = f*Kn N—+> f.
—+00

I REMARQUE 6. On peut retrouver le théoréeme de WEIERSTRASS a partir de ce résultat.

APPLICATION 7. F : C(T) — ¢o(Z), f — (cn(f))nez estinjective.

THEOREME 8. (e,,)ncz est une base hilbertienne de L?(T). En particulier, pour f € L?(T):

f= ZnGZ cn(flen et Hf“%ﬁ = Znez |cn(f)|2

APPLICATION 9. [CALCULS DE SERIES]
On peut reprendre I’ Exemple 41 pour calculer les normes des applications dans L? : poura €

%m(na) 1

0,27 : > cne =0 =% (premiére fonction) et ZneN* = % (deuxiéme fonction).
On peut aussi calculer cla55|quement > =

T et nen (2n—1)2 =5

1 _
neN* n?

I THEOREME 10.  Si f € C(T) N C},,(T), alors (Sn(f))nen converge normalement vers f.

EXEMPLE 11. Contre-exemple sans ’hypothése C},m :il existe une fonction f € C(T) telle que
(Sn(f)(0)) nven ne converge pas (c’est un corollaire du théoréme de BANACH-STEINHAUS).
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lll. Espaces [’ [BP15, Ch9, p157-194] [Bre99, ChIV, p54] [QZ13, ChIX.III, p318]

Soit (E, A, i) un espace mesuré. Soit K = R ou C. On se place sur R muni de la mesure
de LEBESGUE, dont on suppose la construction connue. Soit p € [1,+400] et ¢ son exposant
conjugué (5 + ¢ = 1).

On suppose connue la construction des espaces LP, des normes ||. ||p, lacomplétude de LP pour
p < 4o00.

THEOREME 12. Lorsquep < oo
(i) ’ensemble des fonctions en escalier a support compact est dense dans LP,
(i) 'ensemble des fonctions continues a support compact est dense dans LP,
(iii) LP est séparable.

APPLICATION 13. Uniforme continuité de Uopérateur par translation : pourtout f € LP,a —
Tof est uniformément continue sur R.

DEFINITION 14, On appelle convolution de f et g la fonction f x g : & — [5. f(y)g(z —
y)dy, lorsque celle-ci est bien définie.

DEFINITION 15. [APPROXIMATION DE L’'UNITE ET SUITE REGULARISANTE]
Une suite (v, ),>1 de fonctions positives de L! est une approximation de Lunité si:
e pourtoutn € N,ona [p, andrg =1,
e pourtoute > 0,0nalim, f{pe} andig = 0.
Side plus les (a;,),,>1 sont de classe C2°, alors on dit que c’est une suite régularisante.

EXEMPLE 16. [EXISTENCE D’UNE SUITE REGULARISANTE] "
1 ¢(z

On considere ¢ : © — eXp(W)ﬂ]o,u(HiEH) puisa : x —> T, oin

Alors la suite av,, : © — na(nz) est une suite régularisante.

THEOREME 17.

(i) Sif € L*etg e LP, alors f x g existe p-p.p. et || f x g|l,, < || fll; llgll,

(i) Sip < +oo, soient f € LP et (an)nen Une approximation de l'unité. Alors f x
LP
—

Qo
n—-+oo

APPLICATION 18. [CONSTRUCTION DE FONCTIONS PLATEAUX]
Soit K un compact de R? et 2 un ouvert contenant K. Alors il existe § € C>(R9) telle que
0 =1surK,0 =0surR?\ Qet0 <0 <1.

I THEOREME 19. C2°(RY) est dense dans LP pour1 < p < +o0.

IV. Densité dans les espaces de HILBERT
[BMPO5, §3.1.5, p110] [Dem96, §l1.5, p51]

Soit H un espace de HILBERT.

Critéres de densité dans un espace de HILBERT. Théoréme d’existence d’une base hilbertienne
Formules de PARSEVAL, exemple

Cas de L? : c’est un espace de HILBERT avec le produit scalair associé ...

Soit I unintervalle de R.

DEFINITION 20. Soit p : I — R une fonction mesurable, strictement positive et telle que
pourtoutn € N, [ |z|" p(z)dx < +oc. On dit alors que p est une fonction de poids.

I DEFINITION 21. Ondéfinit L2(I, p) = {f : I — Cmesurable| [, |f(2))? p(z)da < —i—oo}.

PROPOSITION 22.  L?(I, p) est un espace de HILBERT pour le produit du scalaire (f | g), =

f] f(x)@p(x)dx

ProposITION 23. [/ existe une unique famille (P,,),c n de polynémes unitaires deux a deux
orthogonaux pour (. | .), et tels que deg(P,,) = n pour tout n.

EXEMPLE 24. Voir les dessins en annexe:
e Pour] =Retp:z+—e 7, les (P,)ne n sont les polyndmes de HERMITE,
e Pourl =[-1,1]etp:x+— 1,les (P,)ne nsont les polyndmes de LEGENDRE.

THEOREME 25. [BASE HILBERTIENNE DE POLYNOMES ORTHOGONAUX]
Soit p une fonction de poids. S’il existe o > O tel que f] S p(x)dz < +oo, alors la famille
(P,)nen est une base hilbertienne de L2(I, p).

EXEMPLE 26. Sans I’hypothése on a le contre-exemple suivant : soit la fonction de poids
w: x— z~ @) sur I = R Alors (P,,),en ne forme pas une base de L?(I, w).

APPLICATION 27. Si ] est borné, on a donc nécessairement une base hilbertienne.
La famille (P, exp(—.2/2))n, pour (P,)ne n les polyndmes de HERMITE, est une base hilber-
tienne de L2(R).
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QUESTIONS

Q Soit f € C°(R,R) telle que f,g = 0. Montrer que f = 0.

Q Soit H un hyperplan d’un espace vectoriel normé. Que dire de ses propriétés topologiques?
R Soit H est dense, soit H est fermé. En effet, H ¢ H C E, doncsoit H = H,soit H = E.
Q Donner des exemples d’hyperplans denses/fermés.

R Soityy : f— [ fetegs: f > f(0)sur(C([0,1],R),]|.||,)- 1 est continue tandis que
2 ne lest pas. Leur noyau respectif est donc fermé et dense.
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