ESPACES DE FONCTIONS. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Espaces de fonctions continues

I.A. Fonctions continues et norme uniforme

Fonctions continues, norme uniforme, une limite simple de fonctions continues est continue,
interversion de limites, exemples et contre-exemples
Lespace des fonctions bornées est un BANACH

I.B. Fonctions continues sur un compact

[Gou08, §1.3/4.3, p31/228] [HLO9, Ch1, p37]

L'image d’un compact par une application continue est un compact. Les fonctions continues
sont donc bornées, C(K) est un espace de de BANACH.

Minimisation sur un compact, application : si f est coercive continue et minorée alors elle ad-
met un minimum qui est atteint.

Théoréme de HEINE. Application aux fonctions 2w-périodiques, théoreme de DinI. Contre-
exemple si l'on n’est plus sur un compact

Autre application : une limite simple continue de fonctions continues sur un compact est une
limite uniforme

X compact. Définition de I'(uniforme) équicontinuité d’une partie de C(X), exemple des fonc-
tions lipschitziennes

Théoréme d’ARzZELA-AscoLl, application aux opérateurs a noyaux — opérateurs compacts

I.C. Densités de familles de fonctions

Soit (X, d) un compact non vide.

[HL09, Ch1, p26-30]

THEOREME 1. [THEOREME DE STONE-WEIERSTRASS]
Soit H une sous-algébre de C(X, R) séparante et unitaire. Alors H est dense dansC (X, R).

Application : théoreme de WEIERSTRASS (dans le cas ou l’'on est sur R, la limite est nécessaire-
ment un polynéme), base de FOURIER des fonctions 2r-périodiques
Application : une fonction continue f telle que f;’ f(z)x"dz = 0 pour tout n est nulle

Il. Espaces de LEBESGUE [BP15, Ch9, p157-194] [Bre99, ChlV, p54]

Soit (E, A, 1) un espace mesuré. Soit K = R ou C. Soit 2 un ouvert de R, muni de sa tribu
borélienne et de la restriction a £ de la mesure de LEBESGUE, dont on suppose la construction
connue. Soitp € [1, +00] et g son exposant conjugué (% + % =1).

II.A. Construction

DEFINITION 2. [APPLICATION H.Hp, ESPACE L]

Pour f : E — K mesurable, on définit || f||, = ([, | fI” d,u)% lorsque p est fini, et || f| . =
inf {M > 0] |f| < M p-p.p.}. On définit l'espace vectoriel :

LP(E, A, p) ={f: E — Kmesurable| | f[|, < +oo}

THEOREME 3. [INEGALITE DE HOLDER]
Pour toutes fonctions f, g : E — K mesurables, onal|fgll, < fll, llgll,

COROLLAIRE 4. [INEGALITE DE MINKOWSKI]
Pour toutes fonctions f, g : E — K mesurables,ona || f + g, < £, + llgl,.

DEFINITION 5. Onnote LP(E, A, u) = LP(E, A, u)/{||.||, = 0} (ou LP(E), ou LP) l’en-
semble des fonctions de £LP(E, A, 11) quotienté par la relation d’égalité u-p.p.. Lapplication
[|-Il, passe au quotient et définit ainsi une application sur LP(E, A, u) notée également || | ..

COROLLAIRE 6. ||.||,, estune norme et l'espace (LP(E), ||.,,) est un espace vectoriel normé.

APPLICATION 7. [INCLUSION ENTRE ESPACES L”] Soient p,p’ € [1, +0o0].
e lorsque u(E) < +oo,0onap <p’' = LP C LP,
o contre-exemple dans le cas ol ju(E) = +oo: f 1o — (1 +2) 'gs (z) € L?\ L.
eonap <p= ¢ C(P.

Dans le cas général il n’y a pas d’inclusion (contre-exemple).

1. B. Propriétés des espaces L”

THEOREME 8. [THEOREME DE RIESZ-FICHER]
Lespace (LP(E, A, 1), ||.|[,,) est un espace de BANACH.

I COROLLAIRE 9. Toute suite convergente dans LP admet une sous-suite qui converge -

p.p..

EXEMPLE 10. Contre-exemple de non-convergence de la suite u-p.p. : les bosses roulantes.
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THEOREME 11. Lorsquep < oo
(i) ensemble des fonctions en escalier a support compact est dense dans L?,
(ii) Pensemble des fonctions continues a support compact est dense dans L,
(iii) LP est séparable.

APPLICATION 12. Uniforme continuité de l'opérateur par translation : pour tout f € L?,a —
Tof est uniformément continue sur R.

Il.C. Approximation de l'unité et régularisation par convolution
[BP15, Ch14, p291-314] [QZ13, ChIX.III, p318]

On se place sur E = R? ol d est un entier quelconque.

DEFINITION 13, On appelle convolution de f et g la fonction f x g : & — [5. f(y)g(z —
y)dy, lorsque celle-ci est bien définie.

DEFINITION 14. [APPROXIMATION DE L’UNITE ET SUITE REGULARISANTE]
Une suite (v, ),>1 de fonctions positives de L' est une approximation de lunité si:
e pourtoutn € N,ona [p, andig =1,
e pourtoute > 0,0nalim, s f{zZs} o drg = 0.
Side plus les (a,),,>1 sont de classe C2°, alors on dit que c’est une suite régularisante.

EXEMPLE 15. [EXISTENCE D’UNE SUITE REGULARISANTE]

On considére ¢ : z — eXP(M%)]l}OA](”mH) puis o : 7 — 22

fm ddrg

Alors la suite o, : # — n%a(nx) est une suite régularisante.

THEOREME 16.
(i) Sif € L'etg e L7, alors f « g existe jp.p. et || f = gll, < |1l .
(i) Sip < +oo, soient f € LP et (ay)nen Une approximation de l'unité. Alors f x
a,
n—-+oo
APPLICATION 17. [CONSTRUCTION DE FONCTIONS PLATEAUX]
Soit K un compact de R? et 2 un ouvert contenant K. Alors il existe § € C>(R9) telle que
6 =1surK,0=0surR?\ Qet0 < <1.

I THEOREME 18. C2°(RY) est dense dans LP pour1 < p < +oo0.

Soit U un ouvertde C

Fonctions holomorphes [Tau06]

Fonction holomorphe, stabilité, exemple, une série entiére est holomorphe C*

Formule de CAUCHY, contre-exemple avec le lemme de l'indice

Fonction holomorphe si et seulement si analytique, principe du maximum, théoréme des zéros
isolés

Limite d’une suite uniforme de fonctions holomorphes

QUESTIONS

Q Soit K un compact. Montrer que (C(K,R), |.|| ) est séparable.

R Il s’agit du théoreme de STONE-WEIERSTRASS! Si K est un compact de R, les polynémes
sont en effet denses dans (C(K,R), ||| )-

Sinon, K est séparable, considérons (U,,),, une base dénombrable d’ouverts et soit f,, :
x — d(x,US5).0n pose alors X = {P((fn)n) | P € Q[(X,)n]} qui est un ensemble dé-
nombrable et dense par le théoréeme de STONE-WEIERSTRASS.
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