METHODES COMBINATOIRES, PROBLEMES DE DENOMBREMENT.

I. Notion de dénombrement et de combinatoire [Tau07, Chil, p5]

I. A.

Ensemble fini, exemples, cardinal, card(F) < card(E) si F C E, deux ensembles de méme
cardinal sont en bijection

Union d’ensembles disjoints finis, ensemble privé d’une partie.

Exemple : pour n € N*, on appelle dérangement de n une permutation de [1, n] sans point
fixe. On note d,, le nombre de dérangementsden.Onan! = 3", (7)dy

Cardinal de A U B dans le cas général, de A x B, lemme des bergers

Cardinal de 'ensemble des fonctions (injectives, surjectives) de E dans F’

Parties de

I.B. Coefficients binomiaux et combinatoire

Définition, formules classiques (somme des coefficients binomiaux, formule de PASCAL, de VAN-
DERMONDE)

Bijections entre cardinaux

Il. Dénombrement en algébre

Dénombrement sur un corps fini
[Rom17, §13.6-7, p429-435] [Per96, §111.2/IV.5, p72/105]

I1. A.

Soitp € Petq=p"oln € N*.On note F, le corps a ¢ éléments.
Cardinauxde GL,,(F,), SL,(Fy), PGL,(Fy), PSL,(Fy)
OnnoteF2 = {22 |z € F,} etF:> = F2 N F;.

I PROPOSITION 1. Sip = 2, alors F2 = F,,. Sinon, on a |F2| = u=d

APPLICATION 2.  Poura,b € F; etc € F, ax® + by® = c admet des solutions dans 2.

On aimerait savoir rapidement si un entier a donné est un carré modulo p, donc savoirsiz2 = a
mod p admet ou non une solution entiere.

DEFINITION 3. [SYMBOLE DE LEGENDRE]
Soit a € Z, on appelle symbole de LEGENDRE (de a modulo p) l'entier :

a 1  siz?=a mod pestrésolubleetpta
() = 0 sipla
p —1 sinon

On suppose dans la suite p impair.

I PROPOSITION4. Ona (%) =a"T mod ppourtouta € Z.

EXEMPLE5. —1 estun carré modulo g si et seulementsig |1 mod 4.

THEOREME 6. [LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE]
Soient p # q des nombres premiers impairs. Alors (g) (ﬂ> =(-1)7=z =.

2_
| PROPOSITION 7. Pour p premier impair, on a (1%) =(-1)"=" *. Ainsi 2 est un carré modulo
psietseulementsip = +1 mod 8.

EXEMPLES. (35) = () (35) = (0% % () = (%) =~ (&) () =1
Ainsi 26 n’est pas un carré modulo 307.

Soit (G, .) un groupe et X un ensemble.

Actions de groupes [Rom17, §1.6-10/5.6, p19/148]

DEFINITION 9. [ACTION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE]
On dit que G opeére a gauche sur X si on a une application G x X — X,(g,z) — g.x
tellequeVg,h € G,Vz € X, g.(h.x) = (gh).xetVa € X, l.x = x.

On considére . une action de G sur X.

EXEMPLE 10.
e G opéresurlui-méme par translation a gauche (g.h = gh), par conjugaison (g.h = ghg™'),
e G(X) opére naturellement sur X : 0.z = o(x).

DEFINITION 11. [ORBITES, TRANSITIVITE, FIDELITE]
e Pourz € X, on appelle orbite de z et on note O(x) 'ensemble G.z = {g.x |z € X}.
On note O l'ensemble des orbites de X . C’est une partition de X.
e Ondit que 'action est transitive s’il n’y a qu’une seule orbite pour l’action de G sur X,
Cest-a-dire siVx € X,0(z) = X.

DEFINITION 12. [STABILISATEUR, ACTION LIBRE]
On appelle stabilisateur de z € X le groupe Stab(z) = {g € G| g.x = z}.
On dit que G opere librement sur X si Stab(z) = {e} pourtoutz € X.
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PrRoOPOSITION 13.  Soitx € X. L'application g € G — g.x € O(x) a pour noyau Stab(x).
L'application quotient est alors une bijection de G/ Stab(x) dans O(x).

En particulier, si |G| < 400, onaVz € X,|0O(z)| = [G : Stab(x)] = St

APPLICATION 14, [CLASSES DE CONJUGAISONS DE S, ]

Deux permutations de &,, sont conjuguées si et seulement si elles ont méme type.

Le nombre de classes de conjugaison est le nombre de partitions de n.

Calcul du cardinal de la classe de conjugaison associée au type ({1, .. ., £,,). Deux calculs pro-
posés, ou l'on note py, = card({i | ¢; = k}):

" n—> it 3 - 1) n!
(7))« (15 = i

Dans la suite de cette partie on suppose G et X finis.

COROLLAIRE 15. [EQUATION AUX CLASSES]
Si|G| < 400, choisissons pour chaque orbite O un représentant xo. Alorson a:

_ e
X1 = Z 0= Z < [Stab(zo)|

oco

APPLICATION 16. [cARDINAL DE D,,(F,)]

Soitn € N,q = p” ouppremier,r # 0.Soit D, (F,) lensemble des matrices diagonalisables

de[F,. Alors en posant |GLy(F,)| = 1,0na:
GLn(Fy)|
D,.(F,)| =
| ( (1)| nl+;_nn |g£nl( )|

COROLLAIRE 17. [FORMULE DE BURNSIDE]

0] =

Z |Fix(g)

geG

(]

APPLICATION 18. On peut colorier les 6 faces (toutes identiques) d’un cube avec 3 couleurs de
57 manieres différentes.

Il.
1. A.

Lien entre probabilité uniforme sur un ensemble fini et cardinal d’une partie

Application a la probabilité de retour en 0 au bout de 2n pas de la marche aléatoire simple —
application a la récurrence/transience

Formule du crible, nombre de dérangements

”'Zk 0 k'

Dénombrement en analyse

Utilisation des probabilités [Ouvo8]

APPLICATION19. Onad,

Série génératrice ordinaire, exponentielle

Equivalent du nombre de solutions S, de Sain;=n [Gou08, §4.4, p249]
Idée : relation de récurrence lors d’un dénombrement — introduction de la série génératrice
ordinaire ou exponentielle pour obtenir une équation fonctionnelle, différentielle, et détermi-
ner la fonction associée. On vérifie que le rayon de convergence est positif, puis on identifie les
coefficients

Séries génératrices [FGNO7, §1.2-6, p6] [Rom17, Ch2, p53-55/73]

COROLLAIRE 20. Le nombre de permutations de &,, ayant exactement r points fixes est

(D) ey = 2 yop s G0

APPLICATION 21. En utilisant un déterminant circulant, on montre qu’ily a plus (resp. moins)
de dérangements impairs que de dérangements pairs dans &,, lorsque n est pair (respn > 1
impair).

Nombres de CATALAN, nombres de BELL
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COMMENTAIRES

Il faut aller piocher dans plusieurs références pour cette lecon. Voir aussi [FGNO7, BMP05].

QUESTIONS

Q Questions autour de la loi de réciprocité quadratique : ou intervient I’hypothese p et ¢ im-
pairs? Caractérisation des carrés, a la fin comment passer de l'inégalité modulo p a celle
dans Z, réduction des formes quadratiques en caractéristique différente de 2. Que se passe-
t-il sip = 2? A quoi sert la loi de réciprocité quadratique? A quoi ¢a sert de savoir si un
élément est un carré dans F,?

Q Quelle est la probabilité que deux entiers soient premiers entre eux?

R 6/72.

Q Soit Hg4,,, 'ensemble des polyndmes homogénes de degré d a n variables. Quelle est sa di-
mension?

R Unebasede Hg,, est (Xi, ... X, )i, .. .ize [1,n]> OU €NCOre (X{ .. .Xfl‘")zi ci—d-

On cherche donc le nombre de («;); telsque >, a; = d.
Prenons d points alignés, que 'on veut séparer en n morceaux. Pour cela on rajoute n — 1
points a ces points aux endroits de séparation. Finalement la dimension est :

d+n—1
n—1
Q Montrer que o(n) = >, @. Ou plutdt montrer quesi g(n) = >_,, f(d) alors f(n) =
2 djn 9(d)ps(n/d).

Dénombrer les polynémes de degré 3 a 3 variables.

@]

Q Dénombrer les permutations de &,, sans point fixe (voir aussi la formule de PAscAL dans
le [Rom17]).

Q Sur &, on dit qu’une permutation o est un zig-zag si pour i € [1,n — 1], 0(i) ¢ [o(i —
1),0(i + 1)]. Montrer qu’il y a autant de zig-zag descendants qu’ascendants (faire une ré-

flexion ...). Donner une relation de récurrence sur le cardinal des zig-zags (on regarde les
ascendants ...).

@)

Interpréter de maniére combinatoire la formule du triangle de PASCAL.

@)

Dénombrer le nombre de mots bien parenthésés de longueur 2n?

R On trouve les nombres de CATALAN. On peut par exemple utiliser les chemins sous-
diagonaux pour trouver la relation de récurrence ¢, 1 = ZZ:O CdCr—d-

Q Combieny a-t-il de droites / de plans dans ' ?
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