UTILISATION DES GROUPES EN GEOMETRIE.

Soit & espace affine dirigé par F (action transitive de (E, +) sur &).

I. Transformations d’un espace affine
[Rom17, Ch3, p75] [Aud06, §1.3/4, p16/26]

I. A.

Définition espace affine, exemple du plan, de 'espace

Application affine. Préservation de l'alignement, du parallélisme, des barycentres
Exemple d’une translation

Ensemble des points fixes. Exemple de ’lhomothétie affine

Espace et applications affines

I.B. Legroupe affine

Définition de GA(E). C’est un groupe

Bijection entre GL(E) et GAp (&) le sous-ensemble de GA(E) fixant P
Ecriture sous laforme f =t, 0 g =hot,

Action transitive du groupe affine sur les reperes affines de £

Groupe D(£) = L~ (Z(GL(E))) formé des dilatations : sous-groupe distingué
Relations de conjugaison pour les homothéties

I‘ C‘

Théorémes de THALES et de DESARGUES

Utilisation du groupe affine

Il. Géométrie euclidienne, groupe d’isométries

[Aud06, Chll/IlI/V, p51/73/143]

Il.A. Groupe des isométries affines [Rom17]

Isométrie affine, exemple : homothétie de rapport +1

Réflexion affine : o telle que & est une réflexion vectorielle et o a un point fixe — isométrie
Isom(&) sous-groupe de GA(E). L morphisme surjectif de noyau T'(£)

Déplacements, anti-déplacements

Engendrementde O(E) (resp. Isom(&)) par les réflexions vectorielles (resp. affines). Toute iso-
métrie est produit d’au plus n (resp. n + 1) réflexions.

Définition de l’angle par une action de groupes. Groupe des similitudes: une application linéaire
est une similitude directe si et seulement si elle préserve les angles orientés

Angles orientés en dimension 2 et similitudes [Audo6, §111.1, p73]

1. C.

Décomposition d’une isométrie affine

Isométries planes, isométries de l’espace [Aud06, §l11.2, p85]

Classification des isométries du plan et de l’espace

1. D.

Groupe des quaternions sous forme matricielle, conjugué, norme d’un quaternion, produit sca-
laire associé, la base (1,1, j, k) est orthonormée, H = T ¢+ R
On définit SU,(C) = {h € H| N (h) = 1}

Quaternions et géométrie de ’espace [CG13, ChVII, p232]

| THEOREMET. OnaSUL(C)/ {£L) ~ SO4(R).

lll. Groupes des isométries fixant une partie

lll.LA. Généralités
Groupe des isométries préservant une partie de £. Isométries positives/négatives ...
Lisobarycentre est conservé par une isométrie (en particulier un potentiel centre de symétrie)

Bijection isométries positives/négatives

[Rom17, §3.4, p84]

On se place dans le plan affine.
Définition d’un polygone.

Polygones et polyédres convexes  [Rom17, §3.4, p8s], [CG13, §XII.3, p365]

EXEMPLE 2. Le groupe des isométries du plan préservant un polygone régulier a n cotés de
centre O contient :
i) n rotations de centre O et d’angle ’“ff pourk € [0,n — 1],
ii) nsymétries d’axe 2 sommets opposés ou 2 milieux de c6tés opposés sin est pair, 1 sommet
et le milieu du c6té opposé si n est impair.

C’est le groupe diédral D,,.

On se place maintenant dans un espace affine de dimension 3.
Définition d’un polyedre.
Isométries préservant le tétraédre régulier.

I THEOREME 3. Isom(C) ~ &4 x Z/2Z etIsom™ (C) ~ &..

APPLICATION 4. Laformule de BURNSIDE (si G groupe fini agit lui-méme par conjugaison alors
|O| = ﬁ >_gec |Fix(g)|) permet de montrer que l'on peut colorier les 6 faces du cube avec 3

couleurs de 57 manieres différentes.
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IV. Applications des groupes a la classification de coniques
réelles [Audo6, §VI1.2, p228]
Définition des coniques, exemples

Par laction de GA () sur ’ensemble des coniques par g.f = f o g1, les orbites permettent
de classifier les coniques

ANNEXE

Translations, homothéties, théorémes de THALES et de DESARGUES, rotations, réflexions, symé-
trie glissée, isométries de 'espace, groupe diédral, isoméries du tétraédre, types de coniques

QUESTIONS

Q Est-ce une coincidence de retrouver le groupe des isométries du tétraedre dans celui du
cube modulo 2 en quelque sorte?

R Pour le tétraédre, on ne peut que agir sur les sommets.

On peut inscrire deux tétraedres réguliers dans le cube : partant d’un sommet on prend les
sommets diamétralement opposés sur chaque face adjacente. Alors une isométrie du cube
envoie tous les points d’un des tétraedre soit sur lui méme, soit sur autre tétraédre. Dans
les deux cas (Z/27Z), on retrouve les permutations G.

Montrer que Isom(C) = Isom(conv(C)).

Dans un sens, utiliser la conservation des barycentres.

Autre définition de lellipse de STEINER?

Ellipse de rayon maximal parmi les ellipses inscrites dans le triangle?

Soith = h(O,A) eth’ = h(O, X). Que vaut hh'?

SiAN =1,hh =tzoud = Atg(A; pour tout A. Prenant A = O, on obtient 4 = (1 —
MO0,

Sinon, ho b/ = N AId donc hh/ = R(O”,A\). Montrons que O, O, O” sont colinéaires.
Pour cela, on part de 0’0", et on obtient (1 — AX)0'O” = (1 — )00

o O O oo
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