
��� APPLICATIONS DES NOMBRES COMPLEXES À LA GÉOMÉTRIE.

I. Géométrie euclidienne du plan [Rom��, Ch�, p���]

I. A. Généralités [Rom��, Ch�, p���]

Représentation du plan euclidienP par les complexes
Identifications points, a�ixe, produit scalaire, déterminant, condition d’alignement des points,
équation d’une droite
Lien entre argument et angle orienté
Exemples : équations de droites / de cercles
Équivalence entre la distance et dumodule

I. B. Applications [Aud��, §I.�, p��]

Barycentres :
Définition barycentre, isobarycentre : exemple du milieu d’un segment, de la paramétrisation
d’un segment comme barycentres
Associativité du barycentre, application au centre de gravité
Théorème de G����-L����

P���������� �. [����������� �’��� ����� �� ��������� ���� �’�������������]
On définit par récurrence une suite (P (k)

)kœN par P (0)
= (z(0)

1 , . . . , z(0)
n ) œ C

n et

P (k+1)
=

! z(k)
1 +z(k)

2
2 , . . . ,

z(k)
n≠1+z(k)

n

2 ,
z(k)

n
+z(k)

1
2

"
pour k œ N.

AlorsP (k) ≠æ
kæ+Œ

(g, g, . . . , g) où g = Isobar(z(0)
1 , . . . , z(0)
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Critère de cocyclicité : théorème de P�������, de l’angle moitié
Aire maximale d’un triangle, caractérisation des triangles équilatéraux

II. Transformations du plan
II. A. Autour des similitudes [Tau��, §�.�, p���] [Aud��, §II.�, p��]

Isométries : isomorphismeO+
2 (R) ƒ U. Forme analytique des isométries

Translations, homothétiesæ similitude = composée
Similitudes directes, indirectes
Application : définition d’un polygone convexe

II. B. Inversions [Rom��, §�.�, p���]

Définition, expression en terme de nombre complexes, involution du plan privé d’un point,
cercle des points fixes

II. C. Autour des homographies [Aud��, ChVI.�, p���]

Isomorphisme entreC fi {+Œ} et la sphère de R������ S
Définitions, groupe des bijections de S
Birapport, propriété de conservation par une homographie

III. Applicationsdesnombres complexesà lagéométriede l’es-
pace : les quaternions [CG��, ChVII, p���]

Groupedes quaternions sous formematricielle, conjugué, normed’unquaternion, produit sca-
laire associé, la base (1, i, j, k) est orthonormée,H = I ü‹

R

On définit SU2(C) = {h œ H |N(h) = 1}

T������� �. On a SU2(C)/ {±I2} ƒ SO3(R).
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������
Transformations de base, sphère de R������

������
Utiliser les nombres complexes pour faire de la géométrie permet notamment d’utiliser une
structure de corps qui enrichit la structure d’espace vectoriel.

���������

Q Montrer queZ(H) = R.1.
R Onprendh œ Z(H), disonsh = w.1+x.i+y.j+z.k. On ahi = ih, ce qui donne y = z = 0,
puis en utilisant jh = hj, on obtient de mêmew = 0.

Q PourquoiR.1 et les quaternions imaginaires purs sont-ils orthogonaux?
R Le produit scalaire est lié à la trace (1, i, j, k forme une base orthonormée).
Ou : on a È1 | iÍ = 1i + i1 = 0, . . .

Q Montrer que les deux définitions données du biraport coïncident.
R Soient a, b, c, d œ C. On a :

[a, b, c, d] =
a ≠ c

b ≠ c

b ≠ d

a ≠ d
=

ab ≠ ad ≠ bc + cd

ab ≠ bd ≠ ac + cd
=

(c ≠ a)d + ab ≠ bc)

(c ≠ b)d + ab ≠ ac

Soit doncM =

3
c ≠ a ab ≠ bc
c ≠ b ab ≠ ac

4
. On a det(M) = ... = (c ≠ a)(a(b ≠ c) + b(c ≠ b)).

On regarde hM : z ‘≠æ a≠c
b≠c

b≠z
a≠z l’homographie associée.
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