FORMES QUADRATIQUES SUR UN ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIE. ORTHOGONALITE, ISOTROPIE.
APPLICATIONS.

E estunK-espace vectoriel de dimension finie n, ou K est un corps de caractéristique différente
de 2.

I. Généralités sur les formes quadratiques
[Rom17, Ch15, p463] [De 11, ChI-IV, p6]

I. A.

Forme bilinéaire (symétrique), matrice d’une forme bilinéaire dans une base, expression en pro-
duit matriciel

Forme quadratique, forme polaire associée. Matrice d’une forme quadratique, expression en
produit matriciel

Exemples : polyndmes homogeénes de degré 2, exemple de M s Tr(M?) sur M,,(R).

En fait si on fixe une base, g est un polynéme homogéne de degré 2 explicité par la matrice de
g dans la base

Exemples

Formes bilinéaires et formes quadratiques

PRrRoPOSITION 1. Soit q une forme quadratique. L'ensemble des matrices représentant q dans
des bases de E est exactement ['une des orbites de I'action par congruence sur S,,(K) :

GL,(K) x Sy (K)
(P,5)

—  Sp(K)
— PSPT

DEFINITION 2. [DISCRIMINANT]
On définit le discriminant de S € S,,(K) par det(S) € K*/(K*)? si S est inversible, 0 sinon.

PRrROPOSITION 3. Deux matrices congruentes ont méme discriminant. Ainsi on peut donc dé-
finir le discriminant d’une forme quadratique.

Vecteurs orthogonaux, propriétés, noyau d’une forme quadratique, lien avec le noyau de la ma-
trice de la forme quadratique, rang, forme dégénérée

Vecteurs isotropes, cone isotrope, orthogonal

Exemples

Théoréme d’existence d’une base formée de vecteurs isotropes sous conditions

Objets associés aux formes quadratiques

Il. Réduction des formes quadratiques

[Rom17, Ch15, p463] [De 11, ChV.3, p93] [CG13, ChV.D, p97]

THEOREME 4. [REDUCTION DE GAUSS]
Pour toute forme quadratique réelle q sur E, il existe un entierr, \q, .
des formes linéaires indépendantes tels que q(z) = >_._, \il;.

A ER*etly, ... b

I COROLLAIRE 5. La forme polaire associée d g est alors p(z,y) = Y i_; Aili();(y).

EXEMPLE6. ¢(7,y,2) = —22—y?—22+2(xy+az+yz) = —(z—y—2)2+(y+2)2+(y—2)2

Il existe une base orthogonale pour q. La matrice de q dans cette base est

COROLLAIRE 7.
.y An)ouX\; = 0pouri > r. En particulierr = rg(q) etker(q) = Ni_, ker ¢;.

alors diag(Aq, . .

Regardons maintenant plus en détail le cas K = R.

COROLLAIRE 8. Notons s = card({i | A; > 0}) ett = card({i | \; < 0}). Alors la matrice de
q dans une certaine base est diag(ls, —It, 0, (s44)))-

Forme (définie) positive, inégalité de CAUCHY-SCHWARZ pour une forme quadratique positive

PROPOSITION 9. [LOI D’INERTIE DE SYLVESTER]
e settsontuniques (ne dépendent par de la décomposition de GAUSS choisie) et détermi-
nés par:
s = max {dim(F) | F € P} t = max {dim(F) | F € N'}
ot P (resp. N) désigne [’ensemble des sous-espaces de R™ sur lesquels la restriction de
q est définie positive (resp. définie négative). De plusr = s + t.
e Soit (e;)1<i<n une base de R™ orthogonale pour g. Alors s est le nombre de vecteurs
(ei)1<i<n tels que q(e;) > 0 ett estle nombre de vecteurs (e;)1<i<n tels que g(e;) < 0.

I DEFINITION 10. (s, t) sappelle la signature de g.

EXEMPLE 11. La signature de M — Tr(M?)est (n(n + 1)/2,n(n —1)/2).
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APPLICATION 12. [FORME DE HANKEL]
Soit P € R[X] de degrén et zy,...,x; ses racines distinctes, de multiplicité m, . ..
On définit s, = 3°;_, mez} pour k € N puis on pose

vXn) = Z

0<i,j<n—1

V(Xo,...,anl) E(Cn,S(Xl,... Si+inXj

Alors sg (la restriction de s a R™) est une forme quadratique sur R™, de signature (p, ¢) ol
p+ q = tetp— qestle nombre de racines réelles de P.

lll. Classification des formes quadratiques

[Rom17, Ch15, p463] [CG13, ChV.B, p179] [De 11, ChV/VI, p87/100]

REMARQUE 13. Classifier les formes quadratiques revient a chercher les orbites l’action par
congruence l'action.

Soit ¢ une forme quadratique sur E de rang r.
HL.A. SurC

THEOREME 14. [cLASSIFICATION SURK = C (ou K ALGEBRIQUEMENT CLOS)]
La matrice de q dans une certaine base est J,. = diag(I,.,0,_,). Dans cette base on a donc
qxy,. .. ) =23+ -+ 22

CoROLLAIRE 15.  Deux formes quadratiques sur un C-espace vectoriel sont congruentes
si et seulement si elles ont méme rang.

APPLICATION 16. Ilyan + 1 classes de congruences de formes quadratiques sur E.

. B. SurR

Notons (s, t) la signature de q.

THEOREME 17. [CLASSIFICATION SURK = R]
I
La matrice de q dans une certaine base est —I > Dans cette base on a donc
Onfr
2 2 2 2
Q(xla"'ax’ﬂ) :$1+"'+$s—$5+1—"'—1‘T.

COROLLAIRE 18.  Deux formes quadratiques sur un R-espace vectoriel sont congruentes
si et seulement si elles ont méme signature.

APPLICATION 19. Ilyar + 1 classes de congruences de formes quadratiques de rang r sur E.

.C. SurF,

Onsuppose K = F, ol g = p’ pour un p premier impairet £ € N*,
OnnoteF2 = {22 |z € F,} etF:* = F2 N F;.

I PROPOSITION 20. ]F;2 est un sous-groupe d’indice 2 de ;.

THEOREME 21. [CLASSIFICATION SURK = F]
: * *2
Soita € Fy \ IF3~.
Ir—l
La matrice de q dans une certaine base est ) oud € {1,a}.
Onfr

APPLICATION 22. Ilya2n + 1 classes de congruences de formes quadratiques sur E.

THEOREME 23. [LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE]
Soient p # q des nombres premiers impairs. Alors :

» g R - 1 sixzestuncarrédans Ty
() () =(—1)" 1 ou () = 0 siz=0
q p p —1 sinon

EXEMPLE24. () = () (3%) =—(-0"F "5 () = (%) =~ () () = 1
Ainsi 26 n’est pas un carré modulo 307.
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Q Aquoi servent les formes de HANKEL? [Per96] D.PERRIN: Cours d’algeébre. Ellipses, 1996.

R Cela permet de calculer la forme de GAUss sans connaitre les racines. [Rom17] J.-E. ROMBALDI : Mathématiques pour [‘agrégation : Algébre et géométrie. De Boeck,

Q Soit A € M,,(K) etg(z) = X T AX. Trouver la forme polaire associée. 2017.
H T _AT J T
R Soitp(X,Y) = XTAY.OnaAd = 454 + A=A Onvérifieque¢(X,Y) = X T (A4 )Y
fonctionne.

Q La matrice d’une forme quadratique correspond-elle a la matrice d’une autre application?

R Onintroduit les fonctions ¢, : E — E*,x +— @(z,.)etpq: E — E*, 2 — ¢(.,x). A
est alors la matrice de ces applications dans la base duale de la base associée a la matrice
A.

Q det : M3 (K) — Kest-elle une forme quadratique ? Quel est son rang? Son discriminant?
Quelle est la signature si K = R ? Sur un corps fini, a quelle matrice est-elle congruente?

R C’est un polyndme homogene de degré 2 en les coordonnées des matrices, donc c’est une
forme quadratique.

Pour trouver son rang, soit on utilise la forme bilinéaire associée, soit on calcule sa réduction
de GAauss.Ona:

1
det = E1Ey — FyF3 = Z((E1 + Ey)? — (By — Ey)? — (Ey + F3)* + (B2 — E3)?)

Doncrg(det) = 4.
Par ailleurs, la matrice associée dans une bonne base est :

0 0 0 1/2
0 0 -1/2 0
0 -1/2 0 0
1/2 0 0 0

On obtient le (un) discriminant 1/16, donc 1. Une autre maniére de l'obtenir est d’utiliser la
base de la réduction de GAuss.
SiK = R, on aurait pour signature (2, 2). Sur IF,, elle est congruente a 'identité.

Q Questions sur le plan hyperbolique.
Q Exemple concret de hessienne.
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