ENDOMORPHISMES REMARQUABLES D’UN ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN (DE DIMENSION FINIE).

Soit (E, (. | .)) un espace euclidien de dimension finie n € N*. On note ||.|| la norme issue du | EXEMPLE 6.
produit scalaire. Soitu € L(E). e Idp et — Idp sont des endomorphismes orthogonaux. Ce sont les seuls en dimension 1,

e les rotations et les symétries orthogonales sont des isométries,

R Endomorphismes d’un espace euclidien [Rom17, Ch22, p697] e lesvaleurs propres d’une isométrie ne peuvent étre que =1.

I.A. Adjoint d’un endomorphisme .

PROPOSITION 7. wu est une isométrie de E si et seulement si u est inversible et u* = u

.. 3 i A — T A1
THEOREME1. [ADJOINT D’UN ENDOMORPHISME] Dans une base B orthonormée de E, si A = Mg(u),ona A" = A~%

Il existe un unique endomorphisme u* € L(F) tel que:
. DEFINITION 8.
Va,y € B, (u(z) | y) = (2 | u(y)) e Ondit que u est symétrique (ou auto-adjoint) si u* = u, ou encore si

u* est appelé adjoint de w. Vo,y € E, (u(x) |y) = (x| u(y))

On note S(F) l'ensemble des endomorphismes symétriques de E.
e On dit que u est anti-symétrique si u* = —u. On note A(E) I'ensemble des endomor-
phismes symétriques de E.

PROPOSITION 2. Soit B = (e;)1<i<n Une basede E et S = ({e; | €;))1<i,j<n la matrice du
produit scalaire dans la base B. Si A = Mpg(u), alors Mp(u*) = S~LATS.
En particulier si B est orthonormée, Mg (u*) = AT.

.. EXEMPLE 9. * € S(E). Un projecteur orthogonal est symétrique.
PROPOSITION 3. [PROPRIETES DE L’ADJOINT] utu (E) pro) & y q

Pourv,w € L(E)etA € R,ona:

(’) (V) =v, I DEFINITION 10. w est dit normal si u*u = uu*.

(i) (vow)* =w* ov*,

_ 1 _ i -
(iii) ker(v*) = Im(v)= etIm(v*) = ker(v)~, EXEMPLE 11.  Un endomorphisme auto-adjoint, antisymétrique ou orthogonal est normal.

(iv) rg(v) = rg(v"),
(v) Si F estun sous-espace vectoriel stable par v, alors F*- est stable par v*,

(vi) flw*lll = lfull- PROPOSITION 12.  Soit B une base orthonormée de E et A = My (u). On a les caractérisa-
, . tions matricielles des endomorphismes remarquables vus précédemment :
I.B. Exemples d’endomorphismes remarquables
) u définition Mp(u*)
DEFINITION 4. [ENDOMORPHISME ORTHOGONAL] symétrique e AT — A
u est un endomorphisme orthogonal (ou isométrie) de E si u* = u~1, autrement dit si u anti-symétrique | u* = —u AT —_ A
conserve le produit scalaire : orthogonal wt =yl ATA=1T
normal wu=uu* | ATA=AAT
Yo,y € E, (u(z) | u(y)) = (= [ y)
On note O(E) ’ensemble des isométries de E. .
Il. Endomorphismes normaux [Rom17, Ch22, p697] [Gou09, §5.3, p258]
PROPOSITION 5. v : 2 — E estorthogonale si et seulement siv est linéaire et conservela | p. s cette partie u désigne un endomorphisme normal (u*u = wu*).
norme.

I PROPOSITION 13. Ona |lu(z)|| = ||u*(z)| pour tout x € E.
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APPLICATION 14, Les valeurs propres (complexes) de u sont des racines de module 1.

I LEMME 15. Si F' est un sous-espace vectoriel stable par u, alors F+ est stable par w.
I LEMME 16. [l existe un sous-espace vectoriel stable par u de dimension 1 ou 2.

PROPOSITION 17. Supposonsn = dim(FE) = 2. Alors:
e soitu a une valeur propre réelle, et alors u est diagonalisable dans une b.o.n.,

. . —b
e soit la matrice de u dans une b.o.n. est de la forme < Z a )

THEOREME 18. [REDUCTION DES ENDOMORPHISMES NORMAUX]
Il existe une base orthonormée B de E telle que

A1
Ry
R,

ap —by
b > avec by, # 0.

oup+2r=n, (N)i<i<p € RPetpourl <k <r Ry = <

APPLICATION 19. [REDUCTION D’UN ENDOMORPHISME ANTISYMETRIQUE]
Supposons u antisymétrique. Alors il existe une base orthonormée B de E telle que

Ry

lll. Endomorphismes auto-adjoints

lll.A. Premiéres propriétés [Rom17, Ch22, p697] [AK02, Ch7, p135]

I PROPOSITION 20. S(FE) est un sous-espace vectoriel de dimension n(n + 1)/2.

DEFINITION 21.  u est dit symétrique positif (resp. défini positif) s’il est symétrique avec
(x| u(z)) > Opourtoutz € E (resp. (z | u(z)) > 0pourz € E\{0}).Onnote ST (E) (resp.
STT(E)) lensemble des endomorphismes symétriques positifs (resp. définis positifs).

EXEMPLE 22. La matrice du produit scalaire dans une base de E est définie positive.

PROPOSITION 23. Ona Sp(u) C Rpouru € S(E), Sp(u) C R, pouru € ST(E) et
Sp(u) C R% pouru € STT(E).

LEMME 24. Si X\ # p, les sous-espaces propres associés Ey = ker(u — Aidg) et E,, =
ker(u — pidg) sont orthogonaux.

PROPOSITION 25. Soit A € M,, ,(R) avecn > ptelle querg(A) = p (ou encore ker(A) =
{0}). Alors AT A € S/ (R).

APPLICATION 26. [MOINDRES CARRES]
Soientn,p € NetA € M,, ,(R)etb € R".Onchercheunvecteurz € RPtelque ||b — Az||, =
infyere [|b — Ayll,-
(i) N existe toujours une solution au probleme,
(i) x est solution si et seulementsi AT Az = AT,
(iii) Sin > petrg(A) = p, AT Aestinversible et il existe une unique matrice réelle B triangu-
laire inférieure, a diagonale positive, telle que AT A = BB, etalorsz = (BB")"'A"b
est une solution.

. B. Autour du théoréme spectral [Rom17, Ch22, p697]

THEOREME 27. [THEOREME SPECTRAL]
Tout endomorphisme de S(E) est diagonalisable dans une b.o.n.

I COROLLAIRE 28. Soit A € S,,(R). Alors il existe P € O, (R) telle que P AP soit diagonale.

COROLLAIRE 29. Soitu € S(E). Alorsu € ST (FE) sietseulementsiSp(u) C Ry etu €
STH(E) si et seulement si Sp(u) C R%..

APPLICATION 30. Pour A € S,(R),onal|Al[, = p(A).

APPLICATION31. Pour A € S;7(R), il existe une unique matrice B € S,/ (R) telleque A = B2.
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I THEOREME 32. exp : S, (R) — S;F1(R) est un homéomorphisme.

IV. Endomorphismes orthogonaux
IV.A. Propriétés et réductions

ProposITION 33. Soitu € O(E).
e Sp(u) CcU={z€C||z| =1},
e det(u) = 1. En particulier u est inversible.

PropPOSITION 34. Soitu € L(E).
(i) Siu € O(F), utransforme toute b.o.n. en une b.o.n.,
(i) w € O(E) siet seulement si u transforme une b.o.n. en une b.o.n..

Soitu € O(E). ll existe une base orthonormée B telle que
IPI
71172
Mi(u) = "

R,

cos(f) —sin(fk)
sin(f)  cos(6x)

OL‘IP1+P2+2T—netpour1ngT’R’f_(

IV.B. Structure de groupe de O, (R)

{A € O0,(R)| det(A) = 1} est un sous-groupe distingué de O,,(R).

dim £~ = 2, on dit que u est un renversement.

[Rom17, Ch22, p697]

THEOREME 35. [REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ORTHOGONAUX]

> pourun 0y, ¢ .

[Per96, §V.4/ChVI, p125/141]

PROPOSITION 36. On(R) est un sous-groupe de GL,(R) et O (R)

DEFINITION 37.  Soit u une symétrie orthogonale. On note ET = ker(u — Idg) et E~ =
ker(u — Idg) qui vérifient E = E* & E~. Sidim E~ = 1, on dit que u est une réflexion.

THEOREME 38. [GENERATEURS DE O, (R) ET O, (R)]
e O, (R) est engendré par les réflexions orthogonales. Plus précisément, si A € O, (R), A
est produit d’au plus n réflexions.
e Pourn > 3, O (R) est engendré par les réflexions orthogonales. Plus précisément, si
A € O} (R), Aestproduit d’au plus n renversements.

IV.C. Etude endimensions?2et3 [Gri15, §7.10, p241] [Per96, §V.5, p148]

PROPOSITION 39. [ETUDE EN DIMENSION 2]
Soitu € O(R?) et A la matrice de u dans la base canonique de R2. On a deux cas :
. T2 Lo _ [ cos(f) —sin(B)
e soitu € OT(R?) etalors il existe 6 € [0,2n[tel que A = < sin(0)  cos(f) ) west
alors la rotation d’angle 6 centrée en l'origine,
. t 2 Lo [ cos(f) sin(f)
e soitu ¢ OF(R?)etalorsil existe § € [0, 2n[tel que A = ( sin(0) - cos(8) . u est
alors la symétrie par rapport a la droite d’angle polaire 6 /2.

PROPOSITION 40. [ETUDE EN DIMENSION 3]
Soitu € O(R3). Il existe une base B de R? telle que la matrice de u dans la base B soit :

cos(f) —sin(d) O
sin(#) cos(d) O
0 0 €

pourun € [0,2w[etoue = +1vaut:
o 1siu € OT(R3) (uestalors une rotation d’angle 6 autour d’une droite),
o —1siu ¢ OF(R3) (uestalors la composée d’une rotation d’angle 6 autour d’une droite
D puis d’une symétrie orthogonale par rapport d D).

IV.D. Topologie du groupe orthogonal [cG13, CHVI, p201] [Rom17, Ch22.3, p697]

I PrRoOPOSITION 41. O(FE) est une partie compacte de L(E).
I PROPOSITION 42. Les composantes connexes de O(E) sont les fermés OF(E) et O~ (E).

THEOREME 43. [DECOMPOSITION POLAIRE]
O0,(R) x STT(R) — GL,(R)

(0, 5) ., g estun homéomorphisme.

Lapplication

APPLICATION 44. O, (R) est le seul sous-groupe compact de G£,,(R) contenant O,,(R).

APPLICATION 45. Pour A € M, (R),ona||All, = v/p(ATA).
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ANNEXE QUESTIONS

Q Montrer que [fulll, = [lu*|,.

* 2 * * * * |12 *

R Onallu™(z)|; = (u*(2) [ v (z)) = (x| wu™(z)) < [Jof| [uu], donc [Ju*]|” < [Juwr|| <
[ w*[| || ]]]. Puis on procéde de méme pour montrer que [[u||* < fJlu* || [|]-

Q Quelle sont les utilisations des moindres carrés?

R Enlever des dimensions a notre systéme (systéme surdéterminé). Faire une régression li-
néaire. On peut aussi évoquer le théoréme de COCHRAN en probabilités (modéle de régres-
sion linéaire gaussien).

Q Un endomorphismes orthogonal conserve-t-il 'angle orienté?

= R Non, regarder les symétries.
il . Q Que font les projecteurs orthogonaux concernant les angles?
O S R Ils annulent les angles.
(@5
el W Q Montrer par récurrence sur n que si M est nilpotente est non nulle, alors p,(R™) = R ol
o X— XTMX.
A R Pourn = 1,il n’y a rien a montrer, car toute matrice nilpotente est nulle.
5 SiM € M,4+1(R) est nilpotente, elle est semblable a ( ‘61 (0;' > ou A € M,(R) est
[ nilpotente. Si elle est non nulle, par hypothése de récurrence o 4 est surjective, et donc ¢,
aussi (a X on associe (X 0), leurimage par A et M sontidentiques. Sinon, A est nulle, et par
réduction de JORDAN on peut supposer C' = (0,...,0,1)*.Prenant X = A(0,...,«, 3),0n
& apy(X)=XT7(0,...,0,8,0) = aff : c’est dont bien surjectif.
& Sinon, on prend 'endomorphisme canoniquement associé a M, ...
ug PN Lr)é
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