
��� ENDOMORPHISMES REMARQUABLES D’UN ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN (DE DIMENSION FINIE).

Soit (E, È. | .Í) un espace euclidien de dimension finie n œ N
ú. On note Î.Î la norme issue du

produit scalaire. Soit u œ L(E).

I. Endomorphismes d’un espace euclidien [Rom��, Ch��, p���]

I. A. Adjoint d’un endomorphisme

T������� �. [������� �’�� �������������]
Il existe un unique endomorphisme uú œ L(E) tel que :

’x, y œ E, Èu(x) | yÍ = Èx | uú
(y)Í

uú est appelé adjoint de u.

P���������� �. SoitB = (ei)1ÆiÆn une base deE et S = (Èei | ejÍ)1Æi,jÆn la matrice du
produit scalaire dans la baseB. SiA = MB(u), alorsMB(uú

) = S≠1A€S.
En particulier siB est orthonormée,MB(uú

) = A€.

P���������� �. [���������� �� �’�������]
Pour v, w œ L(E) et ⁄ œ R, on a :
(i) (vú

)
ú

= v,
(ii) (v ¶ w)

ú
= wú ¶ vú,

(iii) ker(vú
) = Im(v)

‹ et Im(vú
) = ker(v)

‹,
(iv) rg(v) = rg(vú

),
(v) SiF est un sous-espace vectoriel stable par v, alorsF ‹ est stable par vú,
(vi) |||uú||| = |||u|||.

I. B. Exemples d’endomorphismes remarquables

D��������� �. [������������� ����������]
u est un endomorphisme orthogonal (ou isométrie) de E si uú

= u≠1, autrement dit si u
conserve le produit scalaire :

’x, y œ E, Èu(x) | u(y)Í = Èx | yÍ

On noteO(E) l’ensemble des isométries deE.

P���������� �. v : E ≠æ E est orthogonale si et seulement si v est linéaire et conserve la
norme.

E������ �.
• IdE et≠ IdE sont des endomorphismes orthogonaux. Ce sont les seuls en dimension 1,
• les rotations et les symétries orthogonales sont des isométries,
• les valeurs propres d’une isométrie ne peuvent être que±1.

P���������� �. u est une isométrie de E si et seulement si u est inversible et uú
= u≠1.

Dans une baseB orthonormée deE, siA = MB(u), on aA€
= A≠1.

D��������� �.
• On dit que u est symétrique (ou auto-adjoint) si uú

= u, ou encore si

’x, y œ E, Èu(x) | yÍ = Èx | u(y)Í

On note S(E) l’ensemble des endomorphismes symétriques deE.
• On dit que u est anti-symétrique si uú

= ≠u. On noteA(E) l’ensemble des endomor-
phismes symétriques deE.

E������ �. u + uú œ S(E). Un projecteur orthogonal est symétrique.

D��������� ��. u est dit normal si uúu = uuú.

E������ ��. Un endomorphisme auto-adjoint, antisymétrique ou orthogonal est normal.

P���������� ��. Soit B une base orthonormée deE etA = MB(u). On a les caractérisa-
tions matricielles des endomorphismes remarquables vus précédemment :

u définition MB(uú
)

symétrique uú
= u A€

= A
anti-symétrique uú

= ≠u A€
= ≠A

orthogonal uú
= u≠1 A€A = I

normal uúu = uuú A€A = AA€

II. Endomorphismes normaux [Rom��, Ch��, p���] [Gou��, §�.�, p���]

Dans cette partie u désigne un endomorphisme normal (uúu = uuú).

P���������� ��. On a Îu(x)Î = Îuú
(x)Î pour tout x œ E.
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A���������� ��. Les valeurs propres (complexes) de u sont des racines de module 1.

L���� ��. SiF est un sous-espace vectoriel stable par u, alorsF ‹ est stable par u.

L���� ��. Il existe un sous-espace vectoriel stable par u de dimension 1 ou 2.

P���������� ��. Supposons n = dim(E) = 2. Alors :
• soit u a une valeur propre réelle, et alors u est diagonalisable dans une b.o.n.,

• soit la matrice de u dans une b.o.n. est de la forme
3

a ≠b
b a

4
.

T������� ��. [��������� ��� �������������� �������]
Il existe une base orthonorméeB deE telle que

MB(u) =

Q

cccccca

⁄1
. . .

⁄p

R1
. . .

Rr

R

ddddddb

où p + 2r = n, (⁄i)1ÆiÆp œ R
p et pour 1 Æ k Æ r,Rk =

3
ak ≠bk

bk ak

4
avec bk ”= 0.

A���������� ��. [��������� �’�� ������������� ��������������]
Supposons u antisymétrique. Alors il existe une base orthonormée B deE telle que

MB(u) =

Q

cccccca

0
. . .

0
R1

. . .
Rr

R

ddddddb
où 2r Æ n et Rk =

3
0 ≠bk

bk 0

4

III. Endomorphismes auto-adjoints

III. A. Premières propriétés [Rom��, Ch��, p���] [AK��, Ch�, p���]

P���������� ��. S(E) est un sous-espace vectoriel de dimension n(n + 1)/2.

D��������� ��. u est dit symétrique positif (resp. défini positif) s’il est symétrique avec
Èx | u(x)Í Ø 0pour toutx œ E (resp. Èx | u(x)Í > 0pourx œ E\{0}).OnnoteS+

(E) (resp.
S++

(E)) l’ensemble des endomorphismes symétriques positifs (resp. définis positifs).

E������ ��. La matrice du produit scalaire dans une base deE est définie positive.

P���������� ��. On a Sp(u) µ R pour u œ S(E), Sp(u) µ R+ pour u œ S+
(E) et

Sp(u) µ R
ú
+ pour u œ S++

(E).

L���� ��. Si ⁄ ”= µ, les sous-espaces propres associés E⁄ = ker(u ≠ ⁄ idE) et Eµ =

ker(u ≠ µ idE) sont orthogonaux.

P���������� ��. SoitA œ Mn, p(R) avec n Ø p telle que rg(A) = p (ou encore ker(A) =

{0}). AlorsA€A œ S++
p (R).

A���������� ��. [�������� ������]
Soientn, p œ N etA œ Mn, p(R) et b œ R

n. On chercheunvecteurx œ R
p tel que Îb ≠ AxÎ2 =

infyœRp Îb ≠ AyÎ2.
(i) Il existe toujours une solution au problème,
(ii) x est solution si et seulement siA€Ax = A€b,
(iii) Si n Ø p et rg(A) = p,A€A est inversible et il existe une uniquematrice réelleB triangu-

laire inférieure, à diagonale positive, telle queA€A = BB€, et alors x = (BB€
)
≠1A€b

est une solution.

III. B. Autour du théorème spectral [Rom��, Ch��, p���]

T������� ��. [�������� ��������]
Tout endomorphisme de S(E) est diagonalisable dans une b.o.n.

C��������� ��. SoitA œ Sn(R). Alors il existeP œ On(R) telle queP €AP soit diagonale.

C��������� ��. Soit u œ S(E). Alors u œ S+
(E) si et seulement si Sp(u) µ R+ et u œ

S++
(E) si et seulement si Sp(u) µ R

ú
+.

A���������� ��. PourA œ Sn(R), on a |||A|||2 = fl(A).

A���������� ��. PourA œ S+
n (R), il existe une uniquematriceB œ S+

n (R) telle queA = B2.
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T������� ��. exp : Sn(R) ≠æ S++
n (R) est un homéomorphisme.

IV. Endomorphismes orthogonaux

IV. A. Propriétés et réductions [Rom��, Ch��, p���]

P���������� ��. Soit u œ O(E).
• Sp(u) µ U = {z œ C | |z| = 1},
• det(u) = ±1. En particulier u est inversible.

P���������� ��. Soit u œ L(E).
(i) Si u œ O(E), u transforme toute b.o.n. en une b.o.n.,
(ii) u œ O(E) si et seulement si u transforme une b.o.n. en une b.o.n..

T������� ��. [��������� ��� �������������� �����������]
Soit u œ O(E). Il existe une base orthonorméeB telle que

MB(u) =

Q

ccca

Ip1
≠Ip2

R1
. . .

Rr

R

dddb

où p1 + p2 + 2r = n et pour 1 Æ k Æ r,Rk =

3
cos(◊k) ≠ sin(◊k)

sin(◊k) cos(◊k)

4
pour un ◊k /œ fiZ.

IV. B. Structure de groupe deOn(R) [Per��, §V.�/ChVI, p���/���]

P���������� ��. On(R) est un sous-groupe de GLn(R) et O+
n (R) =

{A œ On(R) | det(A) = 1} est un sous-groupe distingué deOn(R).

D��������� ��. Soit u une symétrie orthogonale. On note E+
= ker(u ≠ IdE) et E≠

=

ker(u ≠ IdE) qui vérifientE = E+ ü E≠. Si dim E≠
= 1, on dit que u est une réflexion. Si

dim E≠
= 2, on dit que u est un renversement.

T������� ��. [����������� ��On(R) ��O+
n (R)]

• On(R) est engendré par les réflexions orthogonales. Plus précisément, siA œ On(R),A
est produit d’au plus n réflexions.

• Pour n Ø 3, O+
n (R) est engendré par les réflexions orthogonales. Plus précisément, si

A œ O+
n (R),A est produit d’au plus n renversements.

IV. C. Etude en dimensions 2 et 3 [Gri��, §�.��, p���] [Per��, §V.�, p���]

P���������� ��. [����� �� ��������� 2]
Soit u œ O(R

2
) etA la matrice de u dans la base canonique deR2. On a deux cas :

• soit u œ O+
(R

2
) et alors il existe ◊ œ [0, 2fi[ tel queA =

3
cos(◊) ≠ sin(◊)

sin(◊) cos(◊)

4
. u est

alors la rotation d’angle ◊ centrée en l’origine,

• soit u /œ O+
(R

2
) et alors il existe ◊ œ [0, 2fi[ tel queA =

3
cos(◊) sin(◊)

sin(◊) ≠ cos(◊)

4
. u est

alors la symétrie par rapport à la droite d’angle polaire ◊/2.

P���������� ��. [����� �� ��������� 3]
Soit u œ O(R

3
). Il existe une baseB deR3 telle que la matrice de u dans la baseB soit :

Q

a
cos(◊) ≠ sin(◊) 0

sin(◊) cos(◊) 0

0 0 Á

R

b

pour un ◊ œ [0, 2fi[ et où Á = ±1 vaut :
• 1 si u œ O+

(R
3
) (u est alors une rotation d’angle ◊ autour d’une droite),

• ≠1 si u /œ O+
(R

3
) (u est alors la composée d’une rotation d’angle ◊ autour d’une droite

D puis d’une symétrie orthogonale par rapport àD‹).

IV. D. Topologie du groupe orthogonal [CG��, CHVI, p���] [Rom��, Ch��.�, p���]

P���������� ��. O(E) est une partie compacte deL(E).

P���������� ��. Les composantes connexes deO(E) sont les fermésO+
(E) etO≠

(E).

T������� ��. [������������� �������]

L’application On(R) ◊ S++
n (R) ≠æ GLn(R)

(O, S) ‘≠æ OS
est un homéomorphisme.

A���������� ��. On(R) est le seul sous-groupe compact de GLn(R) contenantOn(R).

A���������� ��. PourA œ Mn(R), on a |||A|||2 =


fl(A€A).
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������ ���������

Q Montrer que |||u|||2 = |||uú|||2.
R On a Îuú

(x)Î2
2 = Èuú

(x) | uú
(x)Í = Èx | uuú

(x)Í Æ ÎxÎ ÎuuúÎ, donc |||uú|||2 Æ |||uuú||| Æ
|||uú||| |||u|||. Puis on procède demême pour montrer que |||u|||2 Æ |||uú||| |||u|||.

Q Quelle sont les utilisations des moindres carrés?
R Enlever des dimensions à notre système (système surdéterminé). Faire une régression li-
néaire. On peut aussi évoquer le théorème de C������ en probabilités (modèle de régres-
sion linéaire gaussien).

Q Un endomorphismes orthogonal conserve-t-il l’angle orienté?
R Non, regarder les symétries.
Q Que font les projecteurs orthogonaux concernant les angles?
R Ils annulent les angles.
Q Montrer par récurrence sur n que siM est nilpotente est non nulle, alors ÏM (R

n
) = R où

ÏM : X ‘≠æ X€MX .
R Pour n = 1, il n’y a rien à montrer, car toute matrice nilpotente est nulle.

Si M œ Mn+1(R) est nilpotente, elle est semblable à
3

A C
0 0

4
où A œ Mn(R) est

nilpotente. Si elle est non nulle, par hypothèse de récurrenceÏA est surjective, et doncÏM

aussi (àX onassocie (X 0), leur imageparA etM sont identiques. Sinon,A est nulle, et par
réduction de J����� on peut supposerC = (0, . . . , 0, 1)

‹. PrenantX = ⁄(0, . . . , –, —), on
a ÏM (X) = X€

(0, . . . , 0, —, 0) = –— : c’est dont bien surjectif.
Sinon, on prend l’endomorphisme canoniquement associé àM , . . .

�������������
[AK��] G. A������ et S.-M. K���� : Algèbre linéaire numérique. Ellipses, ����.

[CG��] P. C������ et J. G������ : Histoires hédonistes de groupes et de géométries - Tome �.
Calvage et Mounet, ����.

[Gou��] X. G������ : Les maths en tête - Algèbre. Ellipses, �ème édition, ����.

[Gri��] J. G������ : Algèbre linéaire. Cépaduès, �ème édition, ����.

[Per��] D. P����� : Cours d’algèbre. Ellipses, ����.

[Rom��] J.-E. R������� : Mathématiques pour l’agrégation : Algèbre et géométrie. De Boeck,
����.

ÉNS Paris-Saclay – ����/���� Antoine B������ – https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/ Page �� sur ���

https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

	I Leçons de Mathématiques Générales
	Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.
	Groupe des nombres complexes de module 1. Sous-groupes des racines de l'unité. Applications. 
	Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications. 
	Groupes finis. Exemples et applications. 
	Groupe des permutations d'un ensemble fini. Applications. 
	Groupe linéaire d'un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de `39`42`"613A``45`47`"603AGL(E). Applications. 
	Représentations et caractères d'un groupe fini sur un C-espace vectoriel. Exemples. 
	Exemples de parties génératrices d'un groupe. Applications. 
	Structure et dualité des groupes abéliens finis. Applications. 
	Anneaux Z/nZ. Applications. 
	Nombre premiers. Applications. 
	Anneaux principaux. Applications. 
	Corps finis. Applications. 
	Extensions de corps. Exemples et applications. 
	Exemples d'équations en arithmétique. 
	Polynômes irréductibles à une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applications. 
	`39`42`"613A``45`47`"603APGCD et `39`42`"613A``45`47`"603APPCM, algorithmes de calcul. Applications. 
	Racines d'un polynôme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et applications. 
	Exemples d'actions de groupes sur les espaces de matrices. 
	Dimension d'un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang. Exemples et applications. 
	Déterminant. Exemples et applications. 
	Polynômes d'endomorphisme en dimension finie. Réduction. Applications.
	Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d'endomorphismes d'un espace vectoriel de dimension finie. Applications. 
	Endomorphismes diagonalisables en dimension finie. 
	Exponentielle de matrices. Applications. 
	Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents. 
	Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes. 
	Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications. 
	Endomorphismes remarquables d'un espace vectoriel euclidien (de dimension finie). 
	Distances et isométries d'un espace affine euclidien. 
	Systèmes d'équations linéaires ; opérations élémentaires, aspects algorithmiques et conséquences théoriques. 
	Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthogonalité, isotropie. Applications. 
	Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et applications. 
	Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie, convexité. Applications. 
	Applications des nombres complexes à la géométrie. 
	Utilisation des groupes en géométrie. 
	Méthodes combinatoires, problèmes de dénombrement. 

	II Leçons d'Analyse et de Probabilités
	Espaces de fonctions. Exemples et applications. 
	Exemples de parties denses et applications. 
	Utilisation de la notion de compacité. 
	Connexité. Exemples et applications. 
	Espaces complets. Exemples et applications. 
	Prolongement de fonctions. Exemples et applications. 
	Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples. 
	Approximation d'une fonction par des polynômes et des polynômes trigonométriques. Exemples et applications. 
	Espaces de Hilbert. Bases hilbertiennes. Exemples et applications. 
	Théorème d'inversion locale, théorème des fonctions implicites. Exemples et applications en analyse et en géométrie. 
	Applications différentiables définies sur un ouvert de Rn. Exemples et applications. 
	Extremums : existence, caractérisation, recherche. Exemples et applications. 
	Équations différentielles X' = f(t, X). Exemples d'étude des solutions en dimension 1 et 2. 
	Équations différentielles linéaires. Systèmes d'équations différentielles linéaires. Exemples et applications. 
	Exemples d'équations aux dérivées partielles linéaires. 
	Suites numériques. Convergences, valeurs d'adhérence. Exemples et applications. 
	Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions. 
	Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence un+1 = f(un). Exemples. Applications à la résolution approchée d'équations. 
	Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d'une variable réelle. Exemples et applications. 
	Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications. 
	Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes partielles des séries numériques. Exemples. 
	Analyse numérique matricielle : résolution approchée de systèmes linéaires, recherche de vecteurs propres, exemples. 
	Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrables. 
	Problèmes d'interversion de limites et d'intégrales. 
	Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d'intégrales de fonctions d'une ou plusieurs variables. 
	Fonctions définies par une intégrale dépendant d'un paramètre. Exemples et applications. 
	Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples. 
	Convergence des séries entières, propriétés de la somme. Exemples et applications. 
	Fonctions holomorphes sur un ouvert de C. Exemples et applications. 
	Séries de Fourier. Exemples et applications. 
	Transformation de Fourier. Applications. 
	Utilisation de la notion de convexité en analyse. 
	Espérance, variance et moments d'une variable aléatoire. 
	Loi d'une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications. 
	Convergences d'une suite de variables aléatoires. Théorèmes limite. Exemples et applications. 
	Variables aléatoires discrètes. Exemples et applications. 
	Exemples d'études et d'applications de fonctions usuelles et spéciales. 

	Bibliographie

