
��� FORMES LINÉAIRES ET DUALITÉ EN DIMENSION FINIE. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

SoitE unK-espace vectoriel de dimension finie n.

I. Formes linéaires et espace dual [Gou��, §�.�, p���] [Rom��, Ch��, p���]

I. A. Généralités sur les formes linéaires

D��������� �. [����� ��������, ������ ����]
Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E dansK. On note Eú

= L(E,K)

l’ensemble des formes linéaires, appelé espace dual deE.

E������ �.
• DansKn, l’application (x1, . . . , xn) ‘≠æ xk pour un k œ J1, nK est une forme linéaire,
• SoitA œ Mn(K). L’application fA : M ‘≠æ Tr(AM) est une forme linéaire surMn(K),
• SiK = R et f : E ≠æ R est di�érentiable en un point a, alors dfa est une forme linéaire.
• Le morphisme d’évaluation eva : P ‘≠æ P (a) en un point a œ K est une forme linéaire
surKn[X].

P���������� �. Le noyau d’une forme linéaire non nulle est un hyperplan de E, c’est-à-
dire un sous-espace vectoriel deE de dimension n ≠ 1. Dans ce cas, elle est surjective.
Réciproquement, tout hyperplan deE est le noyau d’une forme linéaire non nulle.

E������ �. SiA est non nulle, {M œ Mn(K) | Tr(AM) = 0} est un hyperplan deMn(K).

I. B. Espace dual et base duale
[FGN��, §�.�/�.�, p���] [Gou��, An.B, p���–���] [Bre��, Ch�, p��–��]

Soit B = (e1, . . . , en) une base deE.

D��������� �. [���� �����]
On appelle base duale deB la baseBú

= (eú
1, . . . , eú

n) où chaque eú

i , défini par eú

i (ej) = ”i,j

pour tout j, est l’application i-ième coordonnée dans la base B.

E������ �.
• B = ((1, 0), (0, 1)) est une base de K2. Sa base duale est composée de (x, y) ‘≠æ x et

(x, y) ‘≠æ y.
• Soit B = (Ei j)1ÆiÆjÆn. La base duale de B est Bú

= (fEj i
)1ÆiÆjÆn.

P���������� �. Toute base duale est une base deEú. En particulier dim(E) = dim(Eú
) et

pour toutÏ œ Eú, on aÏ =
qn

i=1 Ï(ei)eú

i .

C��������� �. x =
q

i xiei ‘≠æ Ï =
q

i xieú

i est un isomorphisme deE dansEú. Il n’est
cependant pas canonique car dépend de la baseB choisie.

T������� �. [�������� �� R����-F������]
SoitH un espace de H������. Alors pour toute application „ œ H Õ

= Hú, il existe un unique
f œ H tel que ’v œ H, „(v) = Èf | vÍ.
De plus „ ‘≠æ f est une isométrie (ÎfÎH = Î„ÎHÕ ).

A���������� ��. SIE est l’espace euclidien (resp. hermitien)Rn (resp.Cn) muni de son pro-
duit scalaire usuel, on a l’isomorphisme canonique deE dansEú : x ‘≠æ Èx | .Í.

P���������� ��. [������������ ��������� ���Mn(K)]
L’application f : A ‘≠æ fA est un isomorphisme de Mn(K) dans son dual. De plus toute
forme linéaire f surMn(K) vérifiant f(XY ) = f(Y X) est colinéaire à la trace.

A���������� ��. Si n Ø 2, tout hyperplan deMn(K) coupe GLn(K).

I. C. Espace bidual et base antéduale

D��������� ��. Eúú
= (Eú

)
ú est appelé espace bidual deEú.

P���������� ��. On a un isomorphisme deE dansEúú donné par

� : E ≠æ Eúú

x ‘≠æ f ‘æ f(x)

P���������� ��. [���� ���������]
SoitBú

= (f1, . . . , fn) une base deEú. Alors il existe une unique baseB = (e1, . . . , en) deE
dontBú est la base duale.B est alors appelée base antéduale.

E������ ��. Soient (ai)0ÆiÆn une famille de points deK deux à deux distincts. Notons ¸i =r
j ”=i

X≠xj

xi≠xj

œ Kn[X] et Bú
= (¸0, . . . , ¸n) la base (de Kn[X]

ú) des polynômes de L�������.
Alors la base antéduale de B est (eva0 , . . . , evan

).
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II. Autour de l’orthogonalité [Gou��, §�.�, p���] [Rom��, Ch��, p���]

II. A. Notion d’orthogonalité

D��������� ��. [O������������]
• On dit que Ï œ Eú et x œ E sont orthogonaux si Ï(x) = 0.
• PourA µ E on définitA‹

= {Ï œ Eú | ’x œ A, Ï(x) = 0} l’orthogonal deA.
• PourB µ Eú, on définit l’orthogonal deB parB¶

= {x œ E | ’Ï œ B, Ï(x) = 0}.

P���������� ��.
• SiA1 µ A2 µ E, on aA‹

2 µ A‹
1 .

• SiB1 µ B2 µ Eú, on aB¶
2 µ B¶

1 .
• SiA µ E, on aA‹

= Vect(A)
‹ et siB µ Eú, on aB¶

= Vect(B)
‹.

T������� ��. SoitF (resp.G) un sous-espace vectoriel deE (resp.Eú).
• On a dim(F ) + dim(F ‹

) = dim(E) et (F ‹
)
¶

= F .
• On a dim(G) + dim(G¶

) = dim(E) et (G¶
)
‹

= G.

A���������� ��.
• Soient (fi)1ÆiÆk œ (Eú

)
k de rang r. Alors F = fl1ÆiÆk ker(fi) est de dimension n ≠ r.

• Réciproquement, siG est un sous-espace vectoriel de dimension n ≠ r, il existe r formes
linéaires indépendantes dontG est l’intersection des noyaux.

E��������. L’ensembledesapplications linéairesqui s’annulent surunhyperplandeE forme
une droite deEú.

E������ ��. SoitE = R
4 et (ei)1ÆiÆ4 les vecteurs de la base canonique. SoitF = Vect(e1 +

e2 + e3, e2 ≠ e4). Alors F = ker(Ï1) fl ker(Ï2), où

Ï1(a, b, c, d) = a ≠ c et Ï2(a, b, c, d) = b + d ≠ a

II. B. Transposée d’une application linéaire
[Rom��, §��.�, p���]

Soit F un autreK-espace vectoriel de dimension finie p et u œ L(E, F ).

D��������� ��. On définit l’application transposée de u par

tu : F ú ≠æ Eú

f ‘≠æ f ¶ u

P���������� ��.
• u ‘≠æ tu est linéaire et injective deL(E, F ) dansL(F ú, Eú

),
• Im(

tu) = ker(u)
‹,

• Im(u‹
) = ker(

tu),
• Si v œ L(F, G) oùG est unK-espace vectoriel, alors tv ¶ u =

tu ¶ tv.

P���������� ��. Soient B et BÕ deux bases de E et F , de bases duales Bú et BÕ
ú. Alors

MBÕú,Bú(u) = MB,BÕ(
tu)

€.
En particulier rg(

tu) = rg(u).

P���������� ��. Si P est la matrice de passage d’une baseB deE vers une baseBÕ, alors
la matrice de passage deBú versBÕ

ú est (P ≠1
)
€.

III. Applications

III. A. Utilisation de la dualité dans la recherche de sous-espaces propres
[Rom��, Ch��, p���]

Soitf œ L(E).Onsupposeconnues lesnotionsdepolynômeminimal (notéfif ) etdepolynôme
minimal local (noté fif, x en un point x).

P���������� ��. F est f -stable si et seulement siF ‹ est tf -stable.

P���������� ��. Soit x œ E tel que fif, x = fif . AlorsEf, x = K[f ](x) admet un supplé-
mentaire f -stable.

A���������� ��. [������������� �� J�����]
Supposons f depolynômecaractéristique scindé (trigonalisable). Notons⁄1, . . . , ⁄r ses va-
leurs propres distinctes. Il existe des entiers dj, 1 Ø · · · Ø dj, ¸j

pour j œ J1, rK tels que dans
une certaine base B deE,MB(f) soit diagonale par blocs avec les blocs (Bj, k) 1ÆjÆr

1ÆkÆ¸j

, où

Bj, k =

Q

cccccca

⁄j 0 . . . . . . 0

1 ⁄j

. . .
...

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . ⁄j 0

0 . . . 0 1 ⁄j

R

ddddddb
œ Mdj, k

(K).
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III. B. Calcul di�érentiel
[BMP��, §�, p��] [Gou��, §�.�/�, p���/���] [Rou��, Ch�, p���]

On se place surK = R et on considère (E, È. | .Í) un espace euclidien.

P������������. Si f : E ≠æ R est di�érentiable ena œ E alors il existe ununique vecteur
appelé gradient de f en a et notéÒf(a) tel que :

’h œ E, dfa(h) = ÈÒf(a) | hÍ

A���������� ��. Géométriquement, le gradient s’interprète comme la direction de plus
grande pente de f autour de a. C’est l’idée utilisée dans de nombreux algorithmes d’optimi-
sation.

T������� ��. [�������� ��� ������� ����]
Soit f, g1, . . . , gr : U µ R

n ≠æ R des fonctions de classe C1 définies surU ouvert.
Notons� = {x œ U | g1(x) = · · · = gr(x) = 0}. Si f|� admet un extremum local en a œ �

et si les formes linéaires (dg1(a), . . . , dgr(a)) sont libres, alors il existe des réels (uniques)
⁄1, . . . , ⁄r, appelés multiplicateurs de L�������, tels que

df(a) =

rÿ

i=1
⁄idgi(a)

A���������� ��. Tout endomorphisme symétrique deE admet une valeur propre réelle.

A���������� ��. [��������� ��H�������]
(i) Soient x1, . . . , xn des vecteurs de (E, È. | .Í) un espace préhilbertien (réel ou complexe). .

Alors |det((Èxi | xjÍ)1Æi,jÆn)| Æ
rn

i=1 ÎxiÎ2.
(ii) Soient x1, . . . , xn des vecteurs de Cn. Alors |det(x1, . . . , xn)| Æ

rn
i=1 ÎxiÎ2, où Î.Î2 dé-

signe la norme hermitienne standard surCn.
Dans les deuxpoints, onaégalité si et seulement si la famille{xi}1ÆiÆn est orthogonaleou l’un
des vecteurs est nul.

������
Interprétation géométrique du gradient, interprétation géométrique de l’inégalité de H���-
����.

���������

Q Montrer que tout endomorphismed’unC-espace vectoriel de dimension finie admet un hy-
perplan stable.

R Soitu un endomorphisme d’unC-evE. Si f œ Eú, ker(f) est un hyperplan. On veut trouver
f tel que u(ker(f)) µ ker f .
Si x est tel que f(x) = 0 alors f ¶ u(x) = 0. On a f(x) = 0 =∆ tu(f)(x) = 0.
Si tu est diagonale dans une base (f1, . . . , fn), on a tu(f) =

tu(
q

aifi) = 0. Ce qui donne
f = 0 ...

Q Posons a = (1, 2, 3)
€, b = (3, 2, 1)

€, c = (4, 5, 6)
€ et d¸ = (6, 5, 4 + ¸)€ pour un h quel-

conque. Trouver une base deE fl F oùE = Vect(a, b) et F = Vect(c, d¸)

R Distinguer selon les valeurs de h ...
Q Peut-on trouver deux formes linéaires non nulles surE dont le produit est nul?
R SoitHi = ker(Ïi). SiH1 fi H2 ”= E, on prend x1 œ H1 \ H2 et x2 œ H2 \ H1, x1 + x2 /œ

H1 fi H2 et (Ï1Ï2)(x1 + x2) = 0.
Q Calculer la dimension deE = {M œ Mn(K) | ’i,

q
j xij = 0}.

R On pose Ïi : M ‘≠æ
qn

j=1 mij . On aE = fln
i=1 ker(Ïi).

Soient (⁄i)i tels que
q

i ⁄iÏi = 0. PrenonsMi = Eii, ce qui donne ⁄i = 0.
Donc dim(E) = n2 ≠ n.

Q Soit F = {M œ Mn(K) | ’j,
q

i xij = 0}. Calculer la dimension deE fl F .
R E = fln

i=1 ker(Ïi) et F = fln
j=1 ker(Âj).

Q SoitE = Mn(K). Montrer F = Vect({MN ≠ NM |M, N œ E}) = ker Tr.
R Si M œ F , Alors Tr(M) = 0. Montrons qu’on a égalité des dimensions. La trace est une
forme linéaire non nulle, il faut donc montrer que F est un hyperplan. Regardons F ‹

=

{f œ Eú | ’M œ F, f(M) = 0}. On aTr œ F ‹ et si f œ F ‹, on a ’X, Y, f(XY ≠ Y X) = 0

donc f(XY ) = f(Y X) puis on conclut par la proposition �� : F ‹ est de dimension 1.
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