MATRICES SYMETRIQUES REELLES, MATRICES HERMITIENNES.

Soitn € N*. Pour M € M,,(K), on note M* = M.

I. Généralités [Gou09, §5.1, p227]

I.A. Définitions et premiéres propriétés

DEFINITION 1. [MATRICE SYMETRIQUE REELLE, MATRICE HERMITIENNE]

Soit M € M,,(R). On dit que M est symétrique (resp. anti-symétrique) si M = M ' (resp.
M = —MT). On note S,,(R) (resp. A, (R)) l'ensemble des matrices symétriques (resp.
anti-symétriques) réelles.

Soit M € M,,(C). On dit que M est hermitienne si M = M. On note H.,,(C) ’ensemble
des matrices hermitiennes.

1 2 3 1 -t 3+2
EXEMPLE 2. 2 4 5 ]eS,(R)et i 1 14+i | € Hy(C).
3 5 6 3—2¢ 1—14 6

I REMARQUE 3. H,,(C) est un R-espace vectoriel mais pas un C-espace vectoriel.
| PRoPOSITION 4. dim(S,(R)) = 2 dim (A4, (R)) = 2=V et dimg (#,(C)) = n>

I ProposITION5. Ona M, (R) =S,(R) ® A,(R) et H,,(C) =S, (R) @ iA,(R).

1 2 3
EXEMPLE 6. 4 5 6 =
7 8 9

I ProposITION 7. Pour A € §,(R)ouH,(R),onaSp(4) CR.

DEFINITION 8. On définit:
e SH(R)lensembledes S € S, (R) telles que X "'SX > 0 pour X € R”,
e STH(R)lensembledes S € S;F(R) tellesque X TSX =0 = X =0,

e 71 (C) lensemble des H € H,,(C) telles que X'"HX > 0pourX e C",

e 71 (C) lensemble des H € H,(C) telles que X'HX=0=— X =0.

I.B. Liens avec les formes bilinéaires symétriques / hermitiennes

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n, avec K = R ou C selon le contexte.

DEFINITION 9. Soit K = R. Soitp : E x E — R une forme bilinéaire.
e o est dite symétrique si p(z,y) = ¢(y,z) pourz,y € E,
e si p est symétrique, 'application ® : £ — R,z — p(z,x) est appelée forme qua-
dratique associée a . ¢ est appelée forme polaire associée a ® (elle est unique).

DEFINITION 10. Soit K = C. Soity : E x E — C une forme sesquilinéaire (pour tout
x € E, o(z,.) est linéaire et ¢(., z) est anti-linéaire).
e pestdite hermitienne si p(x,y) = ¢(y, x) pourz,y € E,
e si o est hermitienne, lapplication ® : £ — R,z — ¢(x,x) est appelée forme
hermitienne associée a ¢. ¢ est appelée forme polaire associée a @ (elle est unique)

EXeEMPLE 11. DansC(]0, 1], C), l'application ¢ : (£, g) — fol fg est hermitienne, et induit sur
C([0, 1], R) une forme bilinéaire symétrique.
SurK”, (X,Y) — X .Y est bilinéaire symétrique ou sesquilinéaire hermitienne.

PrROPOSITION 12.  Soit Bg = (eq,. ..
bilinéaire ou sesquilinéaire. Alors
e siK = R, ¢ est symétrique si et seulementsi A = Mp,(¢) = (¢(ei,e;))1<ij<n €
Su(R),
e siK = C, ¢ est hermitienne si et seulement si A € H,,(R).
Pourz,y € E,onnote X etY leurs coordonnées dans Bg. Dans les deux cason a alorsVx,y €

E,o(z,y) = X' Ay.

,en) Une basede E ety : E x E — Kune forme

PROPOSITION 13.  Si B}, est une autre base de E, et P est la matrice de passage de By vers
By, alors Mg, (f) = PTAP.

Il. Réduction et applications [Gou09, §5.1, p227]

Il.A. Orthogonalité et théoréme spectral [Rom17, Ch22, p697]

Soit ® une forme quadratique (resp. hermitienne) de forme polaire .

I DEFINITION 14.  Une base B de E est dite ®-orthogonale si (e, e’) = 0 poure # ¢’ € B.
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I ProposITION 15. [l existe une base ®-orthogonale de E.

THEOREME 16. [THEOREME SPECTRAL]
Soit M € S,,(R) (resp. M € H.,,(C)). Alors il existe une matrice P orthogonale (resp. unitaire)
telle que P~ M P = P* M P est diagonale réelle.

APPLICATION 17.  Soit S € S,(R). Alors S € SF(R) (resp. S €
si et seulement si Sp(S) C Ry (resp. Sp(S) C RY%).

Sy (R))

PropPosITION 18.  Soit A € Scf T (R) et B € S, (R), alors il existe P € GL,,(R) telle que
PT AP et PT BP soient diagonales.

Il.B. Signature d’une forme quadratique/hermitienne et réduction de

GAUSS [Rom17,Ch15, p463]

THEOREME 19. [REDUCTION DE GAUSS]
Pour toute forme quadratique (resp. hermitienne) ® sur E, il exister € N, (A\;)1<i<r € (R*)"
et ({;)1<i<r € (E*)" indépendantes telles que ® = >"7_ | \il? (resp. @ = >""_ | \; |Zi|2).

EXEMPLE20. O((z,y,2,t)) =ay+yz+zt+tz=1[(z+z+y+t)?—(z+2—y—1t)%.

THEOREME 21. /[ existe un unique couple (s, t) d’entiers naturels tels que pour toute base
B = (e;)i1<i<n ®-orthogonale, alors il y a exactement s vecteurs de BB en lesquels ® > 0, t
vecteursde Benlesquels ® < 0etn—s—tvecteursde Benlesquels® = 0.0na s+t = rg(P).

I DEFINITION 22. Le couple s, t est appelé signature de ®.

EXeMPLE 23. ®((x,y, z,t)) = 2y + yz + 2t + tx a pour signature (1, 1) et pour rang 2.

COROLLAIRE 24. Si A € S, (R) (resp. A € H,,(R)) estde rang r, il existe s,t € N tels que
s+t=retP € GL,(R)(resp P € GL,(C)) telle que P AP (resp. P* AP) est diagonale
par blocs avec pour blocs I, —I; et 0y, .

lll. Propriétés topologiques en lien avec les matrices symé-

triques réelles [cc3]

I PropPOsITION 25. S (R) = S;F(R) € GL,,(R) est un ouvert de M,,(R).

I LEMME 26. Soit A € S;F(R). Alors il existe S € S,I(R) unique telle que A = S?.

[DECOMPOSITION POLAIRE]
O0,(R) x STT(R) — GL,(R)
(0,5) — oS

THEOREME 27.

Lapplication est un homéomorphisme.

AppPLICATION 28. O, (R) est le seul sous-groupe compact de GL,,(R) contenant O,, (R).

APPLICATION 29. Pour A € M, (R),ona ||Al|, = v/p(ATA).

I DEFINITION 30. Pour A € M,,(R), on pose exp(A) = ano %

EXEMPLE 31. Onaexp(diag(\,...,\,)) = diag(eM,... e’).

I THEOREME 32. exp : S,,(R) — S,;7(R) est un homéomorphisme.

I COROLLAIRE 33. GL,(R) esthoméomorphe ¢ O,,(R) x R™"+1)/2,

IV. Applications

IV.A. Différentielle seconde d’une fonction C? [Rou99, p327] [Gou08, §5.2, p315]

THEOREME 34. [THEOREME DE SCHWARZ]
Soit f une fonction de classe C* définie sur un ouvert U de R™. Alors D*f € M.,,(R) est une
matrice symétrique.

LEMME 35. Soit Ay € S,(R)NGL,(R). Alorsilexiste V € V(Ag) etg € C1(V,GL,(R))
telle que VA € V, A = g(A)T Agg(A).

THEOREME 36. [LEMME DE MORSE]

Soit f : U — R une fonction de classe C? définie sur un ouvert U de R™ contenant 0. On

suppose que df (0) = 0 et d* f(0) est non dégénérée, de signature (p,n — p).

Alors il existe un C*-difféomorphisme o entre deux voisinages de ['origine de R™ tel que

60) = 0t f(z) = f(0) = (o} + -+ ol); = {2 =+ = (o), auvoisinage
e0.
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APPLICATION 37. Soit zg un point critique de f tel que la hessienne de f est non dégénérée.
Alors c’est un minimum (resp. maximum) local si et seulement si la hessienne est de signature
(n,0) (resp. (0,n)).

De plus, si la hessienne est de signature (p, n — p) pour 1 < p < n — 1, alors on a des directions
v pour lesquelles zp sera minimum local de h — f(z+ hv) et d’autres pour lesquelles z( sera
maximum local.

EXEMPLE 38. [cAsn = 2] Soit zo un point critique de f telle que D? f(z¢) = ( Z ‘z ).Alors

sirt —s? > 0etr+1t > 0,x0estun minimum local,
sirt —s? > 0etr+1t < 0,xoestun maximum local,
sirt — 52 < 0, xy nest pas un extremum,

sirt — s = 0, on ne peut pas conclure.

EXEMPLE 39. Pour le dernier cas, on peut considérer :

flay) =2 flry)=-2"  flzy) ="y

IV.B. Analyse matricielle numérique [AK02, PIlI/Ch7, p105/135]

THEOREME 40. [FACTORISATION LU]

Soit A € GL,(R) une matrice dont tous les mineurs principaux sont non nuls. Alors il existe
un unique couple (L, U) de matrices tel que L est triangulaire inférieure avec diagonale de 1,
U est triangulaire supérieure et A = LU.

3 1 4 1 0 0 3 1 4
EXEMPLE 41. — 12 6 19 = 4 1 0 0 2 3
24 14 42 8 3 1 0 0 1

COROLLAIRE 42. Sideplus A € S,,(R), il existe L triangulaire inférieure a diagonale de 1 et
D diagonale telle que A = LDLT.

THEOREME 43. [FACTORISATION DE CHOLESKY]
Soit A € ST (R). Alors il existe une unique matrice B triangulaire inférieure telle que tous
ses éléments diagonaux soient positifset A = BBT.

APPLICATION 44. [MOINDRES CARRES]
Soientn,p € Net A € M,, ,(R)etb € R Onchercheunvecteurz € RPtelque||b — Az, =
infyere |0 — Ay||,.

(i) Ilexiste toujours une solution au probleme,

(i) x est solution si et seulementsi AT Az = ATb,

(iii) Sin > petrg(A) =p, AT Aestinversible et il existe une unique matrice réelle B triangu-
laire inférieure, a diagonale positive, telleque AT A = BB, etalorsz = (BBT)"'ATb
est une solution.

IV.C. Vecteurs gaussiens
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Soit d € N*.

[BLO7, §1V.4, p98]

DEFINITION 45. [VECTEUR GAUSSIEN]
Une variable aléatoire X = (X1,. .., X4) avaleurs dans R est un vecteur gaussien si toute
combinaison linéaire des (X;)1<;<4 suit une loi gaussienne.

EXEMPLE 46. Si les (X;)1<;<q sont indépendantes et identiquement distribuées de loi
N(0,1), alors X est un vecteur gaussien. On note alors X ~ A (0, I).

PROPOSITION 47. La loi d’un vecteur gaussien X est entierement déterminée par sa
moyenne m = E[X] et sa matrice de covariance ¥ = (Cov(X;, X;))1<ij<a € SF (R). On
note alors X ~ N (m, X).

PROPOSITION 48. Soitm € R% Y € S;F(R). Soit X ~ N(0, Iy).
llexiste A € My(R) telle que > = AAT etalorsm + AX ~ N(m,X).

PROPOSITION 49. Soit X ~ N(m,X). Alors ¥ est inversible si et seulement si il n’existe pas
de relation affine entre les (X;)1<i<q presque surement.

Dans ce cas, X admet pour densité f : x — — It r—m)2 "z~ m)).

[ S
et vanm) P ( 2
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COMMENTAIRES

On peut parler de probabilités avec la notion de covariance, les vecteurs gaussiens et le théo-
réme de COCHRAN (cf [Ouv09]).

QUESTIONS

Q Montrer que GL5(R) a exactement 2 composantes connexes.

R Ily en a au moins 2 en considérant le déterminant. Ensuite on utilise ’Thoméomorphisme
O5(R) x R? lorsque A € SO5(R) et

Q Donner une réduction de GAauss de f(z,y, z,t) = 2zy — y? + 22 + 2.

R f(z,y,2,t) = —(y—1/2(2x — 3t))® + 1 (22 — 3t)> + 22 + ¢2.
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