
��� MATRICES SYMÉTRIQUES RÉELLES, MATRICES HERMITIENNES.

Soit n œ N
ú. PourM œ Mn(K), on noteMú

= M
€.

I. Généralités [Gou��, §�.�, p���]

I. A. Définitions et premières propriétés

D��������� �. [������� ���������� ������,������� �����������]
SoitM œ Mn(R). On dit queM est symétrique (resp. anti-symétrique) siM = M€ (resp.
M = ≠M€). On note Sn(R) (resp. An(R)) l’ensemble des matrices symétriques (resp.
anti-symétriques) réelles.
SoitM œ Mn(C). On dit queM est hermitienne siM = M

€. On noteHn(C) l’ensemble
des matrices hermitiennes.

E������ �.

Q

a
1 2 3

2 4 5

3 5 6

R

b œ Sn(R) et

Q

a
1 ≠i 3 + 2i
i 1 1 + i

3 ≠ 2i 1 ≠ i 6

R

b œ Hn(C).

R������� �. Hn(C) est unR-espace vectoriel mais pas unC-espace vectoriel.

P���������� �. dim(Sn(R)) =
n(n+1)

2 , dim(An(R)) =
n(n≠1)

2 et dimR(Hn(C)) = n2.

P���������� �. On aMn(R) = Sn(R) ü An(R) etHn(C) = Sn(R) ü iAn(R).

E������ �.

Q

a
1 2 3

4 5 6

7 8 9

R

b =

Q

a
1 3 5

3 5 7

5 7 9

R

b +

Q

a
0 1 2

≠1 0 1

≠2 ≠1 0

R

b.

P���������� �. PourA œ Sn(R) ouHn(R), on a Sp(A) µ R.

D��������� �. On définit :
• S+

n (R) l’ensemble des S œ Sn(R) telles queX€SX Ø 0 pourX œ R
n,

• S++
n (R) l’ensemble des S œ S+

n (R) telles queX€SX = 0 =∆ X = 0,
• H+

n (C) l’ensemble desH œ Hn(C) telles queX
€

HX Ø 0 pourX œ C
n,

• H+
n (C) l’ensemble desH œ H+

n (C) telles queX
€

HX = 0 =∆ X = 0.

I. B. Liens avec les formes bilinéaires symétriques / hermitiennes
SoitE unK-espace vectoriel de dimension finie n, avecK = R ouC selon le contexte.

D��������� �. SoitK = R. Soit Ï : E ◊ E ≠æ R une forme bilinéaire.
• Ï est dite symétrique si Ï(x, y) = Ï(y, x) pour x, y œ E,
• si Ï est symétrique, l’application � : E ≠æ R, x ‘≠æ Ï(x, x) est appelée forme qua-
dratique associée à Ï. Ï est appelée forme polaire associée à� (elle est unique).

D��������� ��. Soit K = C. Soit Ï : E ◊ E ≠æ C une forme sesquilinéaire (pour tout
x œ E, Ï(x, .) est linéaire et Ï(., x) est anti-linéaire).

• Ï est dite hermitienne si Ï(x, y) = Ï(y, x) pour x, y œ E,
• si Ï est hermitienne, l’application � : E ≠æ R, x ‘≠æ Ï(x, x) est appelée forme
hermitienne associée à Ï. Ï est appelée forme polaire associée à� (elle est unique)

E������ ��. Dans C([0, 1],C), l’applicationÏ : (f, g) ‘≠æ
s 1

0 fg est hermitienne, et induit sur
C([0, 1],R) une forme bilinéaire symétrique.
SurKn, (X, Y ) ‘≠æ X

€

.Y est bilinéaire symétrique ou sesquilinéaire hermitienne.

P���������� ��. Soit BE = (e1, . . . , en) une base de E et Ï : E ◊ E ≠æ K une forme
bilinéaire ou sesquilinéaire. Alors

• si K = R, Ï est symétrique si et seulement siA = MBE
(Ï) = (Ï(ei, ej))1Æi,jÆn œ

Sn(R),
• siK = C,Ï est hermitienne si et seulement siA œ Hn(R).

Pourx, y œ E, onnoteX etY leurs coordonnéesdansBE . Dans lesdeux casonaalors’x, y œ
E, Ï(x, y) = X

€

AY .

P���������� ��. SiBÕ

E est une autre base deE, et P est la matrice de passage deBE vers
BÕ

E , alorsMBÕ
E

(f) = P €AP .

II. Réduction et applications [Gou��, §�.�, p���]

II. A. Orthogonalité et théorème spectral [Rom��, Ch��, p���]

Soit� une forme quadratique (resp. hermitienne) de forme polaire Ï.

D��������� ��. Une base B deE est dite�-orthogonale si Ï(e, eÕ
) = 0 pour e ”= eÕ œ B.
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P���������� ��. Il existe une base�-orthogonale deE.

T������� ��. [�������� ��������]
SoitM œ Sn(R) (resp.M œ Hn(C)). Alors il existe unematriceP orthogonale (resp. unitaire)
telle queP ≠1MP = P úMP est diagonale réelle.

A���������� ��. Soit S œ Sn(R). Alors S œ S+
n (R) (resp. S œ S++

n (R))
si et seulement si Sp(S) µ R+ (resp. Sp(S) µ R

ú
+).

P���������� ��. Soit A œ Sc++
n (R) etB œ Sn(R), alors il existe P œ GLn(R) telle que

P €AP etP €BP soient diagonales.

II. B. Signature d’une forme quadratique/hermitienne et réduction de
G���� [Rom��, Ch��, p���]

T������� ��. [��������� �� G����]
Pour toute forme quadratique (resp. hermitienne)� surE, il existe r œ N, (⁄i)1ÆiÆr œ (R

ú
)
r

et (¸i)1ÆiÆr œ (Eú
)
r indépendantes telles que� =

qr
i=1 ⁄i¸2

i (resp.� =
qr

i=1 ⁄i |¸i|2).

E������ ��. �((x, y, z, t)) = xy + yz + zt + tx =
1
4 [(x + z + y + t)2 ≠ (x + z ≠ y ≠ t)2

].

T������� ��. Il existe un unique couple (s, t) d’entiers naturels tels que pour toute base
B = (ei)1ÆiÆn �-orthogonale, alors il y a exactement s vecteurs de B en lesquels � > 0, t
vecteursdeB en lesquels� < 0etn≠s≠t vecteursdeB en lesquels� = 0. Onas+t = rg(�).

D��������� ��. Le couple s, t est appelé signature de�.

E������ ��. �((x, y, z, t)) = xy + yz + zt + tx a pour signature (1, 1) et pour rang 2.

C��������� ��. SiA œ Sn(R) (resp.A œ Hn(R)) est de rang r, il existe s, t œ N tels que
s + t = r et P œ GLn(R) (resp P œ GLn(C)) telle que P €AP (resp. P úAP ) est diagonale
par blocs avec pour blocs Is,≠It et 0n≠r.

III. Propriétés topologiques en lien avec les matrices symé-
triques réelles [CG��]

P���������� ��. S++
n (R) = S+

n (R) µ GLn(R) est un ouvert deMn(R).

L���� ��. SoitA œ S+
n (R). Alors il existe S œ S+

n (R) unique telle queA = S2.

T������� ��. [������������� �������]

L’application On(R) ◊ S++
n (R) ≠æ GLn(R)

(O, S) ‘≠æ OS
est un homéomorphisme.

A���������� ��. On(R) est le seul sous-groupe compact de GLn(R) contenantOn(R).

A���������� ��. PourA œ Mn(R), on a |||A|||2 =


fl(A€A).

D��������� ��. PourA œ Mn(R), on pose exp(A) =
q

nØ0
An

n! .

E������ ��. On a exp(diag(⁄1, . . . , ⁄n)) = diag(e
⁄1 , . . . , e

⁄n).

T������� ��. exp : Sn(R) ≠æ S++
n (R) est un homéomorphisme.

C��������� ��. GLn(R) est homéomorphe àOn(R) ◊ R
n(n+1)/2.

IV. Applications

IV. A. Di�érentielle seconde d’une fonction C2 [Rou��, p���] [Gou��, §�.�, p���]

T������� ��. [�������� �� S������]
Soit f une fonction de classe C2 définie sur un ouvert U deRn. AlorsD2f œ Mn(R) est une
matrice symétrique.

L���� ��. SoitA0 œ Sn(R) fl GLn(R). Alors il existe V œ V(A0) et g œ C1
(V, GLn(R))

telle que ’A œ V, A = g(A)
€A0g(A).

T������� ��. [����� ��M����]
Soit f : U ≠æ R une fonction de classe C3 définie sur un ouvertU deRn contenant 0. On
suppose que df(0) = 0 et d2f(0) est non dégénérée, de signature (p, n ≠ p).
Alors il existe un C1-di�éomorphisme Ï entre deux voisinages de l’origine de Rn tel que
Ï(0) = 0 et f(x) ≠ f(0) = Ï(x)

2
1 + · · · + Ï(x)

2
p ≠ Ï(x)

2
p+1 ≠ · · · ≠ Ï(x)

2
n au voisinage

de 0.
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A���������� ��. Soit x0 un point critique de f tel que la hessienne de f est non dégénérée.
Alors c’est un minimum (resp. maximum) local si et seulement si la hessienne est de signature
(n, 0) (resp. (0, n)).
De plus, si la hessienne est de signature (p, n ≠ p) pour 1 Æ p Æ n ≠ 1, alors on a des directions
v pour lesquellesx0 seraminimum local deh ‘≠æ f(x+hv) et d’autres pour lesquellesx0 sera
maximum local.

E������ ��. [���n = 2] Soitx0 un point critique de f telle queD2f(x0) =

3
r s
s t

4
. Alors

• si rt ≠ s2 > 0 et r + t > 0, x0 est unminimum local,
• si rt ≠ s2 > 0 et r + t < 0, x0 est unmaximum local,
• si rt ≠ s2 < 0, x0 n’est pas un extremum,
• si rt ≠ s2

= 0, on ne peut pas conclure.

E������ ��. Pour le dernier cas, on peut considérer :

f(x, y) = x4 f(x, y) = ≠x4 f(x, y) = x4 ≠ y4

IV. B. Analysematricielle numérique [AK��, PIII/Ch�, p���/���]

T������� ��. [������������� LU]
Soit A œ GLn(R) une matrice dont tous les mineurs principaux sont non nuls. Alors il existe
un unique couple (L, U) dematrices tel queL est triangulaire inférieure avec diagonale de 1,
U est triangulaire supérieure etA = LU .

E������ ��. =

Q

a
3 1 4

12 6 19

24 14 42

R

b =

Q

a
1 0 0

4 1 0

8 3 1

R

b

Q

a
3 1 4

0 2 3

0 0 1

R

b.

C��������� ��. Si de plusA œ Sn(R), il existeL triangulaire inférieure à diagonale de 1 et
D diagonale telle queA = LDL€.

T������� ��. [������������� �� C�������]
Soit A œ S++

n (R). Alors il existe une unique matrice B triangulaire inférieure telle que tous
ses éléments diagonaux soient positifs etA = BB€.

A���������� ��. [�������� ������]
Soientn, p œ N etA œ Mn, p(R) et b œ R

n. On chercheunvecteurx œ R
p tel que Îb ≠ AxÎ2 =

infyœRp Îb ≠ AyÎ2.
(i) Il existe toujours une solution au problème,
(ii) x est solution si et seulement siA€Ax = A€b,

(iii) Si n Ø p et rg(A) = p,A€A est inversible et il existe une uniquematrice réelleB triangu-
laire inférieure, à diagonale positive, telle queA€A = BB€, et alors x = (BB€

)
≠1A€b

est une solution.

IV. C. Vecteurs gaussiens [BL��, §IV.�, p��]

Soit (�, A,P) un espace probabilisé. Soit d œ N
ú.

D��������� ��. [������� ��������]
Une variable aléatoireX = (X1, . . . , Xd) à valeurs dansRd est un vecteur gaussien si toute
combinaison linéaire des (Xi)1ÆiÆd suit une loi gaussienne.

E������ ��. Si les (Xi)1ÆiÆd sont indépendantes et identiquement distribuées de loi
N (0, 1), alorsX est un vecteur gaussien. On note alorsX ≥ N (0, Id).

P���������� ��. La loi d’un vecteur gaussien X est entièrement déterminée par sa
moyenne m = E[X] et sa matrice de covariance � = (Cov(Xi, Xj))1Æi,jÆd œ S+

d (R). On
note alorsX ≥ N (m, �).

P���������� ��. Soitm œ R
d, � œ S+

n (R). SoitX ≥ N (0, Id).
Il existeA œ Md(R) telle que� = AA€ et alorsm + AX ≥ N (m, �).

P���������� ��. SoitX ≥ N (m, �). Alors� est inversible si et seulement si il n’existe pas
de relation a�ine entre les (Xi)1ÆiÆd presque surement.
Dans ce cas,X admet pour densité f : x ‘≠æ 1

(2fi)
d

2
Ô

det(�)
exp

1
≠ 1

2
t
(x≠m)�

≠1
(x≠m)

2
.
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������������
On peut parler de probabilités avec la notion de covariance, les vecteurs gaussiens et le théo-
rème de C������ (cf [Ouv��]).

���������

Q Montrer que GL2(R) a exactement 2 composantes connexes.
R Il y en a au moins 2 en considérant le déterminant. Ensuite on utilise l’homéomorphisme

O2(R) ◊ R
3 lorsqueA œ SO2(R) et

Q Donner une réduction de G���� de f(x, y, z, t) = 2xy ≠ y2
+ z2

+ t2.
R f(x, y, z, t) = ≠(y ≠ 1/2(2x ≠ 3t))2

+
1
4 (2x ≠ 3t)2

+ z2
+ t2.

�������������
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