SOUS-ESPACES STABLES PAR UN ENDOMORPHISME OU UNE FAMILLE D’ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE

VECTORIEL DE DIMENSION FINIE. APPLICATIONS.

Soit K un corps commutatif, ' un K-espace vectoriel de dimension finien € N*.
Soit f € L(E).

I. Sous-espaces stables par un endomorphisme

I.A. Définitions et premiéres propriétés [MM16, Chll]

DEFINITION 1. F sous-espace vectoriel de E est dit f-stable si f(F') C F. On note alors
fr: F — F,x— f(x)linduitde f sur F.

PROPOSITION 2. Soitg € L(E) commutant avec f. Alors Im(f), ker(f) et ker(P(f)) pour
tout P € K[X] sont g-stables.

EXEMPLE 3. En particulier Ey, = ker(f — \idg) est f-stable pourtout A € K. E), est le sous-
espace propre associé a A. S’il est non réduit a {0}, on dit que X est valeur propre de f.

EXEMPLE 4. Soit p un projecteur de L(E) et F' un sous-espace p-stable. Alors F' est somme
directe d’un sous-espace de ker(p) et d’un sous-espace de Im(p).

EXEMPLE 5. Soitg € Aut(E) et I f-stable. Alors g(F) est stable pourgo f o g™ 1.

I PROPOSITION 6. Si F'est f-stable, alors ¢, | s et xy, | x5

I.B. Sous-espaces cycliques
Soitx € E.

[MM16, Chi/ll]

DEFINITION 7. [POLYNOME MINIMAL LOCAL, SOUS-ESPACE CYCLIQUE]

Lapplication ¢y, , : K[X] — E, P — P(f)(x) est un morphisme d’espaces vectoriels.
Sonnoyau estunidéal de K[f]. Il estengendré par un unique polynéme unitaire 7, , appelé
polyndme minimal local de f en z. On note Ef , son image.

PROPOSITION 8. [Ej , est f-stable et Ey , = K[f](z) = Vect(B,) ot d = degny, , et
B, = {x, f(z),..., " ()} est une base de Ey, ,.

I DEFINITION 9. Onditque f est cyclique s’il existe z € Etelque E = Ey_,.

EXEMPLE 10. Sin = 2, tout endomorphisme est soit cyclique, soit une homothétie.

PrRoOPOSITION 11.  Supposons f cyclique et soit x tel que E = Ey 4.
0 0 —ap

1

A[OfSMBI(f) ZC(ﬂ'f’w) = 0 OL\I7Tf7w :X”+ZZ;3 aka.

; . .0 —apn—2o
0 ... 0 1 =—an
C’est une matrice appelée matrice compagnonde 7y .. Onaalors x5 = mp = 7y, 4.

I PrROPOSITION 12. Si f est cyclique, I'ensemble des endomorphismes commutants avec f est

K[f].

THEOREME 13. [THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON]
X r estun polynéme annulateur de f. Autrement dit, s | x 5.

Il. Détermination de sous-espaces stables et réduction

II.A. Lemme des noyaux et décomposition de DUNFORD [MM16, ChiIV]

LEMME 14. [LEMME DES NOYAUX]

Soit (P;)1<i<, une famille de polynémes deux a deux premiers entre eux. Alors en posant P =
[I;_, Pi,onaker(P(f)) = @;_, ker(Pi(f)). De plus, le projecteur de ker(P(f)) sur l’un de
ces sous-espaces parallélement d la somme des autres est un polynéme en f.

APPLICATION 15. Il existex € E telque 7y, , = my. Doncsideg(my) = n, alors f est cyclique.

THEOREME 16. [DECOMPOSITION DE DUNFORD]

Soit f € L(FE) de polynéme caractéristique scindé. Alors il existe un unique couple (d,n) €
L(E)? tel que d est diagonalisable, n est nilpotent, f = d + n et d commute avec n.

De plus, d et n sont des polynémes en f.

APPLICATION 17.  Soit M € M,,(K) de polyn6me caractéristique scindé. On note p1, . . ., fin,
les n racines de s (comptées sans leur multiplicité). Soit (D, N) la décomposition de DuN-
FORD de M. Soit P € GL,,(K) telleque P~ DP = A = diag(uy, - . . , i) soit diagonale. Alors

onaexp(A) = Pdiag(et,. .. et )P 070 NE
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EXEMPLE 18.

1 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 O
0 1 1 I3+ 0 0 1 0 1 1 = 0 1 1 + 0 0 O
0 0 1 0 0 O 0 0 3 0o 0 3 0 0 O

EXEMPLE 19. Un endomorphisme nilpotent et diagonalisable est nul.

APPLICATION 20. Résolution de 'équation différentielle Y/ = AY pour A € M,,(C).

Il. B. Utilisation de la dualité dans la recherche de sous-espaces propres

[Rom17, Ch21, p672]
DEFINITION 21.  Pour A C E on définit AL = {p € E*|Vx € A,¢(z) = 0} et pour B C
E*,ondéfinit B° = {z € E|Vy € B, p(z) = 0}.
I DEFINITION 22. On définit ¥f : E* — E*, o — o f.
I PROPOSITION 23.  Si B* est la base duale de B, on a Mg- ('f) = Mg(f)T.

I PROPOSITION 24. F est f-stable si et seulement si F'- est f-stable.

| PROPOSITION 25. Soitz € E tel que wy , = my. Alors Ey , admet un supplémentaire

f-stable.

Il.C. Sous-espaces stables et trigonalisabilité / diagonalisabilité

[MM16, ChVIII-IX]

THEOREME 26. f est trigonalisable si et seulement si x y est scindé si et seulement si my est
scindé si et seulement si f admet un polynéme annulateur scindé.

EXEMPLE 27. [ENDOMORPHISME TRIGONALISABLE]
Si f est trigonalisable et (ey, ..., e,) est une base de trigonalisation (supérieure), alors F), =
Vect(ey, ..., ex) est f-stable.

THEOREME 28.  f est diagonalisable siet seulementsimy est scindé a racines simples
si et seulement si f admet un polynéme annulateur scindé a racines simples.

PrROPOSITION 29. Si f estdiagonalisable, soit Sp( f) 'ensemble de ses valeurs propres. Alors
[’ensemble des sous-espaces stables de f sontles ©ycsp(r) ou Fy estun sous-espace de E.

APPLICATION 30. Sous-espaces propres d’un projecteur, d’une symétrie.

1. D. Autour des nilpotents et de la décomposition de JORDAN

[MM16, ChX] [Rom17, Ch21, p672-675]

APPLICATION 31. [ENDOMORPHISME NILPOTENT]
Si f est nilpotent d’indice n alors les sous-espaces stables de f sont exactement les
(ker(f*))o<k<n-

LEMME 32. [DECOMPOSITION DE JORDAN D’UN ENDOMORPHISME NILPOTENT]
Supposons f nilpotent. Il existe des entiers d, > --- > d, tels que dans une certaine base
Bde E, Mg (f) soit diagonale par blocs avec les blocs (Ja, )1<k<e 00 Jq = C(X?).

THEOREME 33. [DECOMPOSITION DE JORDAN]
Supposons f de polynéme caractéristique scindé (trigonalisable). Notons Ay, ..., A, ses
valeurs propres distinctes. Il existe des entiers d; 1 > > dj ¢, pourj € [1,7]
tels que dans une certaine base B de E, Mp(f) soit diagonale par blocs avec les blocs
(Bj. k) 1<i<r, 00 By ) = Ajla; \ + Ja, 4

1<k<e;

763

-1 -1 0 0 -1 1 00
0 -1 0 0 N 0 1 00
EXEMPLE 34. 0 9 0 -1 est semblable a 0 0 1 0
0 2 2 3 0 0 0 2

I THEOREME 35. Deux endomorphismes trigonalisables sont semblables si et seulement si ils
ont méme réduction de JORDAN.

EXEMPLE 36. On déduit de la réduction de JORDAN tout un ensemble de sous-espaces stables.
Le cas d’un nilpotent est traité en annexe, en utilisant le tableau de YOUNG associé a ’endomor-
phisme. Le cas général s’en déduit.
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Il.E. Décomposition de FROBENIUS [MM16, ChXI]

THEOREME 37. [DECOMPOSITION DE FROBENIUS]
Il existe une unique suite finie de polynémes unitaires Py, . .., P,, appelés invariants de simi-
litude et une décomposition E = @;_, E; en sous-espaces stables de E tels que :

e Py | Pipourtoutl <i<s-—1,

e fg, estcyclique de polynéme minimal P; pour tout1 < i < s.

COROLLAIRE 38. Dans des bases adéquates la matrice de f est diagonale par blocs avec
pour blocs les matrices compagnons (C(P;))1<i<s. On dit que c’est la forme réduite de f.

0 -1 0 O 0 00 O

P 0 0 O 1 0 0 O

EXEMPLE 39. Laréduitede 0 0 0 0 est 01 0 -1
0 0 1 0 0 01 2

Ill. Autres propriétés autour des sous-espaces stables

lll.A. Co-trigonalisabilité et co-diagonalisabilité [MM16, CHVIII/IX]
Les sous-espaces propres de f sont stables par tout endomorphisme commu-

tant avec f.

PROPOSITION 41.  Soit (fi)1<k<n une famille d’endomorphismes trigonalisables com-
mutant deux a deux. Alors il existe une base commune de trigonalisation (on dit que les
(fx)1<k<n sont co-trigonalisables).

APPLICATION 42. Des endomorphismes trigonalisables commutant deux a deux possédent
au moins n + 1 sous-espaces stables en commun.

ProposiTiON 43. Soit K = C. Soient f,g € L(F) trigonalisables tels que fg = 0. Alors f
et g sont co-trigonalisables.

PROPOSITION 44.  Soit (fr)1<k<n une famille d’endomorphismes diagonalisables com-
mutant deux a deux. Alors il existe une base commune de diagonalisation (on dit que les
(fx)1<k<n sont co-diagonalisables).

APPLICATION 45. Soient A, B € M,,(R) diagonalisables. Alors © € £(M,,(R)) définit par
O(M) = AM B est diagonalisable.

EXEMPLE 46. Soit G un sous-groupe fini abélien de GL£,,(C). Alors les éléments de G sont
co-diagonalisables, et donc G est conjugué a un sous-groupe de matrices diagonales.

COROLLAIRE 47. Side plus chaque endomorphisme posséde n valeurs propres distinctes, les
sous-espaces stables sont les mémes pour chaque endomorphisme.

EXEMPLE 48. Si les valeurs propres ne sont pas nécessairement distinctes, c’est faux : on peut
considérer pour f; une homothétie et pour f, un endomorphisme diagonalisable qui n’est pas
une homothétie.

lIl.B. Semi-simplicité [BMPO5, §4.2.1, p158-161] [Gou09, §5.4, p224-226]
DEFINITION 49. [ENDOMORPHISME SEMI-SIMPLE]

f est dit semi-simple si tout sous-espace f-stable admet un supplémentaire f-stable.

I THEOREME 50.  f est semi-simple si et seulement si 7y est sans facteur carré.

APPLICATION 51.
sur C.

SurK = RouC, f est semi-simple si et seulement si f est diagonalisable

EXEMPLE 52. Si f est nilpotente, alors f est semi-simple si et seulementsi f = 0.
EXEMPLE 53. Les rotations de R? sont semi-simples.

APPLICATION 54. Supposons f semi-simple et soit F' un sous-espace f-stable. Alors up et
w: F/F — E/F sont aussi semi-simples.
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ANNEXE

Lecture de sous-espaces stables sur un tableau de YOunG

SPEECH

Onveutillustrer le role des sous-espaces stables dans la théorie des endomorphismes : trouver
des sous-espaces stables permet par exemple de simplifier 'étude en se restreignant a un sous-
espace stable, cela va amener vers la réduction des endomorphismes.

Dans chaque partie, on se demande a quoi servent les sous-espaces stables, et comment les
identifier.

D’abord, pour les endomorphismes cycliques, on a un vecteur dont le sous-espace stable mi-
nimal et Uespace tout entier, on va donc parcourir 'espace entierement grace a ce vecteur. Ces
sous-espaces sont importants car ils permettent de montrer le théoréme de CAYLEY-HAMILTON
trés important en théorie des endomorphismes.

Ensuite, 'idée de la réduction de JORDAN est d’obtenir des sous-espaces propres donnés par le
lemme des noyaux via le polynéme caractéristique. Pour la décomposition de FROBENIUS, on
s’'intéresse aux sous-espaces cycliques associés aux z tel que 7y = 7y, .

Enfin, on s’intéresse aux propriétés autour des sous-espaces propres et de la (co-
)trigonalisabilité/diagonabilité. La trigonalisation revient par exemple a trouver une famille
imbriquée de sous-espaces stables.

QUESTIONS

Q Soit f cyclique. Montrer qu’il y a un nombre fini de sous-espaces f-stables.

R Soit z € FE tel que E = Ey ,. Fixons F' un sous-espace f-stable et considérons
{P e K[X]| P(f)(x) € F}.Comme F est f-stable, il est facile de vérifier qu’il s’agit d’un
idéal de K[X]. Il est donc engendré par un unique polyndme unitaire Q. Siy = Q(f)(z),
onaK[f](y) C F par stabilité mais réciproquement, si z = P(f)(z) € F, alors nécessai-
rement P = QR pour un R etdonc z = R(f)(y). Ainsi F = E, est cyclique. Comme
w¢(f)(xz) =0 € F,onremarque alors que @ | 7y, et on adonc une injection de l'ensemble
des sous-espaces f-stables de E dans les polynémes unitaires diviseurs de 7. Ainsiily a
un nombre fini de sous-espaces f-stables.

Q Qu’en est-il de la réciproque lorsque K est infini?

R Soit f ayant un nombre fini de sous-espaces stables. Alors E ne peut étre réunion de sous-
espaces stables stricts de E. En effet, si E = UleEi avec Fy ¢ U;s1E;. Prenons donc
x € By \Us1E; ety € Uis1E; \ Er.Pourtout A € K,y + Az ¢ E; donc il existe i tel
quey + Az € E;. Comme K estinfini, il existe A # u tels que y + Az, y + px € E; pourun
certaini. Alors (A — p)x =y + Az — (y + px) € E;,doncx € E;, ce qui est absurde.
Notons maintenant (F};)i<i<x les sous-espaces stricts de E f-stables. Choisis-
sons ¢ ¢ U;F;. Alors G = {z, f(z),..., /" !(z)} est une famille libre sinon
Vect({z, f(z),..., f""2(x)}) serait f stable et de dimension inférieure & n — 2, donc

strictement inclus dans E donc égal a 'un des E;, ce qui est faux par définition de . Ainsi
7y, » €st de dimension n, et donc f est cyclique.

Q Soit f tel que tout sous-espace est f-stable. Que peut-on dire de f?

R Les sous-espaces de dimension 1 sont f-stables donc chaque vecteur est vecteur propre.
Puispourz,y € Edevaleurpropre \,; # A\y,onaX,,(x+y) = f(z+y) = f(z)+ f(y) =
Az + Ayy, donc comme (z,y) est libreona A, = Ay, = Ay, ce qui est absurde. Ainsi f
est une homothétie.

Q Montrer la décroissance des sauts de dimension dans la suite des noyaux itérés.

R Plusieurs possibilités, on peut quotienter.
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