1153] POLYNOMES D’ENDOMORPHISME EN DIMENSION FINIE. REDUCTION D’UN ENDOMORPHISME EN
DIMENSION FINIE. APPLICATIONS.

Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soit f € L(E).Pour P =>"7_, a,X* € K[X], on définit P(f) = SV _, arf* € L(E).

I. Polynomes d’endomorphisme

I.A. Lalgebre K[f] et polyndme minimal [MM16, Chi/IV]
DEFINITION 1. [POLYNOME MINIMAL] Lapplication ¢; : K[X] — L(E),P —— P(f)
est un morphisme d’algebres. Son noyau, ’ensemble des polynémes annulateurs de f, est
un idéal de K[f] principal donc est engendré par un unique polyndme unitaire 7y appelé

polyndme minimal de f. Son image K[f] est une sous-algebre de L(E).

REMARQUE 2.  Le noyau est non réduit a {0} puisque £(E) est de dimension infinie n%. En
dimension finie, c’est faux (considérer par exemple Popérateur de dérivation).

I ProposITION 3. Onadim(K[f]) = deg(ry).

EXEMPLE 4. Polyn6mes minimaux usuels [VOIR ANNEXE]

REMARQUES. Sedonner f € L(F) revientasedonnersamatrice M dansunebasede E.On
adonc les mémes résultats pour les matrices, et si M est une matrice de f dans une certaine
base, on a7y = ) (donc deux matrices semblables ont méme polyn6me minimal).

l. B.

Polyndme caractéristique [MM16, ChV/VII] [Gou09, Ch4] [BMPO5, §4.6, p217]

DEFINITION 6. [POLYNOME CARACTERISTIQUE]
On définit le polyndme caractéristique de M € M,,(K) par xp(X) = det(X I, — M).

EXEMPLE 7. Endimension2,onayy = X2 —Tr(M)X +det(M) et xar (M) = 0. En dimen-
sion quelconque, sixa = > p_oaxX*,0naa, = 1,a,_1 = — Tr(M) etag = (—1)" det(M).

PROPOSITION 8. Deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique. On peut
donc définir le polynéme caractéristique de f.

EXEMPLE 9. Polyndmes caractéristiques usuels [VOIR ANNEXE]

I ProOPOSITION 10. Pour A,B € M,,(C),ona xap = XBA-

I ProposITION 11. Pour K = RouC, M — x s est continue.

APPLICATION 12. L’ensemble des matrices nilpotentes est fermé pour K = Rou C.

I.C. Polynomes d’endomorphisme et sous-espaces stables [MMm1s, chi/Iv]
PRrRoOPOSITION 13. Soient f, g € L(FE) tels que f et g commutent. Alors ker(f) et Im( f) sont

stables par g. En particulier ker(P(f)) et Im(P(f)) sont stables par f pour tout P € K[X].

LEMME 14. [LEMME DES NOYAUX]

Soit (P;)1<i<, une famille de polynémes deux a deux premiers entre eux. Alors en posant P =
[I;_, Pi,onaker(P(f)) = @._, ker(P;(f)). De plus, le projecteur de ker(P(f)) surl’un de
ces sous-espaces parallélement d la somme des autres est un polynéme en f.

APPLICATION 15. Soit P annulateurde f.Si P = [[;_, P{* ouiles (P;)1<;<, sont deux a deux
premiers, alors on a la décomposition en sous-espaces f-stables E = @;_, ker(P{ (f)).

Exemple d’un projecteur, d’'une symétrie

I.D. Liens entre polynomes et valeurs propres [MM16, ChV/VII]

PROPOSITION 16. Soit F un sous-espace f-stable de E. On pose fr [’'endomorphisme induit
sur F' par f. Alors :

Tie | Tf et xsrlXf

SiE = @,_, E; estune décomposition en sous-espaces stables de E, alors x y = [['_, Xfe,-

EXEMPLE 17.
(e1,...,e,) estunebasede E, alors E = @, Vect(e;)

Ce dernier résultat n’est pas vrai pour le polynéme minimal! Si f = Idg et
=X—-1maismy=X—-1

4 ﬂ‘f\/ect(ei)

PROPOSITION 18. [LIENS ENTRE VALEURS PROPRES]
A € Kestune valeur propre de f si et seulement si x y(A) = 0si et seulement sim;(\) = 0.

o ... ... O —ag
1
EXEMPLE19. PourP = X" + ZZ;& axrX*, ondéfinitC(P) = |
0 —Qn—-2
0 0 1 —an_1

la matrice compagnon de P. On aalors x¢(,) = m¢(p) = P-
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THEOREME 20. [THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON]
X 5 est un polynéme annulateur de f. Autrement dit, 7y | x .

.
I1. A.

Application a la réduction d’endomorphismes

Trigonalisation et diagonalisation  [MMm16, chvill/IX/X] [Gou09, §4.4, p193]

DEFINITION 21. [MULTIPLICITES]

Soit A € K une valeur propre de f. On appelle:
e multiplicité géométrique de \ la dimension de Ey = ker(f — A1d), notée m,,(A),
o multiplicité algébrique de X la multiplicité de \ en tant que racine de x 7, notée m, (\),
e multiplicité minimale de X la multiplicité de A en tant que racine de s, notée m,,, ().

I PROPOSITION 22.  Onamp,(A) < mg(A) etmg(X) < mg(N).

| DEFINITION 23. On dit que f est trigonalisable (resp. diagonalisable) s’l existe une base de
E telle que la matrice de f dans cette base soit triangulaire (resp. diagonale).

THEOREME 24. f est trigonalisable si et seulement si x s est scindé si et seulement si 7y est
scindé si et seulement si f admet un polynéme annulateur scindé.

EXEMPLE 25. Un endomorphisme nilpotent est trigonalisable. Dans une base adéquate, la
matrice est méme triangulaire supérieure puisque les valeurs propres d’un endomorphisme
trigonalisable sont les coefficients diagonaux de sa matrice dans une base de trigonalisation.

THEOREME 26.  f est diagonalisable siet seulement simy est scindé a racines simples
(m.,(\) = 1 pour X valeur propre de f) si et seulement si f admet un polynéme annulateur
scindé a racines simples si et seulement sim,(\) = mgy(\) pour toute valeur propre \.

EXEMPLE 27. Un endomorphisme trigonalisable ayant des valeurs propres deux a deux dis-
tinctes (my(\) = 1) est diagonalisable.

EXEMPLE 28. Si A est diagonalisable, la matrice < 161 21 ) l’est aussi, mais la matrice

( 13 ﬁ ) ne l'est que si de plus A est nulle.

THEOREME 29. [DECOMPOSITION DE DUNFORD]

Supposons f de polynéme caractéristique scindé. Alors il existe un unique couple (d,n) €
L(E)? tel que d est diagonalisable, n est nilpotent, f = d + n et d commute avec n.

De plus, d et n sont des polynémes en f.

APPLICATION 30. Soit M € M, (K) de polynéme caractéristique scindé. On note
M1, - - - ibn les n racines de y s (par nécessairement distinctes). Soit (D, V) la décompo-
sition de DUNFORD de M. Soit P € GL,,(K) telleque P~*DP = A = diag(u1, . . . , itn ) SOIt
diagonale. Alorson a:

n—1 Nk
exp(A) = Pdiag(e,... e )P > T
k=0

EXEMPLE 31.
1 1 0 01 0 11 1 11 1 0 0 0
01 1 |=I3+[ 0 0 1 0 2 1 )=lo0o21])+[o0 00
0 0 1 0 0 0 0 0 3 0 0 3 0 0 0

O O
(=R
== O

e e e/2
exp = 0 e e
0 0 e
APPLICATION 32. Résolution de l’équation différentielle Y’ = AY pour A € M,,(C).

1. B. Décompositions en sous-espaces stables [MM16, ChX/XI]

THEOREME 33. [DECOMPOSITION DE JORDAN]

Supposons f de polynéme caractéristique scindé. Notons A1, . .., A, ses valeurs propres.
llexiste des entiersd; 1 > --- > dj 4, pour j € [1,r] tels que dans une certaine base B de
E, Mp(f)soitdiagonale par blocs avec les blocs (Bj, ) 1<j<r,0U Bj 1, = Ajla, ,+Ja,

1<k<Y;
avec Jg = C(X?) € My(K).

EXEMPLE 34. Dans le cas d’'un endomorphisme nilpotent, la donnée de la décomposition de
JORDAN (C’est-a-dire d; > --- > dy) équivaut a la donnée du tableau de YounG de ’'endomor-
phisme. Voir des exemples en annexe. Lecture de 'image, du noyau de ’endomorphisme, etc.

APPLICATION 35. Deux endomorphismes scindés sont semblables si et seulement siils ont
méme décomposition de JORDAN.
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DEFINITION 36. [POLYNOME MINIMAL LOCAL, ENDOMORPHISME CYCLIQUE]

Soitz € E. s . : K[X] — E,P +— P(f)(x) est un morphisme d’espaces vectoriels.
Son noyau est un idéal de K[ f] engendré par un unique polynéme unitaire 7, , appelé po-
lynéme minimal local de f en z. On note Ey, , son image.

Lorsque E = Ey , pouraumoinsunx € E, ondit que f est cyclique.

PROPOSITION 37.

(z, f(x),...

EXEMPLE 38.

Pour tout x € E, Ey , est un sous-espace f-stable et B, =
, [P(x)) ot p = dim(Ey, ,,) en est une base.

En dimension 2, un endomorphisme est soit cyclique soit une homothétie.

PrROPOSITION 39. lexistex € E tel que jiy » = py. Pour un tel x, Ey ., admet alors un
supplémentaire f-stable.

THEOREME 40. [DECOMPOSITION DE FROBENIUS]
Il existe une unique suite finie de polynémes unitaires Py, . .., P,, appelés invariants de simi-
litude et une décomposition E = @_, E; en sous-espaces stables de E telles que :

e P 1| Pipourtoutl <i<r-—1,

e fg, estcyclique de polynéme minimal P; pour tout1 < i <.

REMARQUE 41.  f est quelconque ici (contrairement a la décomposition de JORDAN). On a
Py=mpet][i_, P = xy-.

APPLICATION 42. Deux endomorphismes sont semblables si et seulement si ils ont les mémes
invariants de similitudes.

0 -1 0 O 0 00 O

P 1 0 00 1 0 0 O

EXEMPLE 43. Laréduitede 0 0 0 0 est 01 0 -1
0O 0 1 0 0 01 2

1] 8
1. A.

Calculs pratiques avec des polynomes d’endomorphismes

Calculs d’inverses, de puissances [MM16, §1.4, p5]

PROPOSITION 44. S f admet un polynéme annulateur P = > _, ap X" tel que ag =

P(0) # 0, alors f estinversibleet ' = — - >0 a f*~1 € K[f].

I COROLLAIRE 45. f estinversible si et seulement si 0 n'est pas valeur propre de 7s.

PROPOSITION 46. Pour P € K[X], ona P(f) = R(f) si R est le reste dans la division
euclidienne de P par n'importe quel polynéme annulateur de f.

APPLICATION 47. Sip = deg(ms),ona f™ € Vect((f*)o<k<p)-

EXEMPLE48. SiP = (X —a)(X —b) annule f (aveca, b € Cdistincts), alors:

m _ pm
VmeN,f’”:aaib 4

ba™ — ab™
b—a

Idg

lll. B. Application aux matrices stochatisques [MM16, ChXIV]

DEFINITION 49. Onditque @ € M,,(R) est stochastique si ses coefficients sont a valeurs
dans [0, 1] et si pour touti € [1,m],ona ™" ¢; ; = 1.

APPLICATION 50. Soit (X,),en une chaine de MARkov sur ' = [1,m] de mesure initiale v
et de noyau de transition la matrice stochatisque Q. Si v, est la loi de X, alors v,, = vyQ™ et
donc si 'on a un polynome annulateur de @, on peut simplifier le calcul de v,.

I DEFINITION 51. Ondit que (X, )nen (ou Q) estirréductiblesi Vi, j € E,3n € N|g' ; > 0.

Rajouter quelques lemmes ...

THEOREME 52. [THEOREME DE PERRON-FROBENIUS]
Soit A est une matrice positive irréductible, alors p(A) = max)csp(a) |\| est une valeur
propre de A, de sous-espace propre de dimension 1 admettant un vecteur propre positif.

APPLICATION 53. Ona p(Q) = 1 doncsiQ estirréductible, QT admet un unique vecteur
propre v associé a 1 qui est 'unique mesure invariante par Q, c’est-a-dire telle que vQ = v.

APPLICATION 54. Si (X, ),en est une chaine de Markov sur E = [1,m] de mesure initiale v
et de noyau de transition la matrice stochatisque Q@ irréductible, alors elle admet une unique
mesure invariante, c’est-a-dire une mesure v telle que v = vsiyy = v.
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ANNEXE

Polyndmes minimaux et caractéristiques usuels

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension1 < p <n — 1.

| f " Xs
nilpotent d’indice k XF X"
homothétie de rapport A | X — A (X ="
projecteur sur F’ X2 - X (X —1)pX"—P
symétrieparrapporta F | X2 -1 | (X —1)P(X +1)"7P

Tableaux de YOUNG
Chaine réductible/irréductible, périodique/apériodique

QUESTIONS

Q Que nous dit la décomposition de DUNFORD ?
R Aun nilpotent prés, un endomorphisme trigonalisable est diagonalisable.

Q A-t-on existence et/ou unicité de la décomposition de DUNFORD pour un endomorphisme
non trigonalisable?

Q Montrerque deg(pia) <1+ rg(A).
Q Si AB — BA = B, que peut-on dire de B?

R Onmontre que AB* — B*¥ A = kB* pour tout k. On en déduit que Tr(B*) = 0 pour tout k,
et donc que B est nilpotent.

Q Trouver A telle que la matrice D = (61 i) soit diagonalisable.

R S’il existe un polyndme scindé a racines simples annulateur de D, alors il annule A et donc
A est diagonalisable. On vérifie qu’alors seule la matrice nulle convient...
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