1155 ENDOMORPHISMES DIAGONALISABLES EN DIMENSION FINIE.

Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finien € N*.
Soit f € L(E).
I. Généralités

I.A. Eléments propres [MM16, ChI/IV]

DEFINITIONT. Onditque A € Kestvaleurproprede fsi Ey = ker f — Aidg est non réduit

a {0}. E, est appelé sous-espace propre de f associé a A et ses éléments non nuls sont les
vecteurs propres associés a A. On note Sp( f) ’ensemble des valeurs propres de f.

I PROPOSITION 2. Les sous-espaces propres de f sont f-stables et en somme directe.
EXEMPLE 3. Supposons que n = 3 et qu’il existe une base B = (e, e, e3) telle que:
0
0
g
Alors Sp(f) = {a, B}, Eo = Vect(e1), Eg = Vect(eq, e3) et E = E, & Eg.

Mp(f) = ollar # B € K2

o oR
oL O

I.B. Polynomes d’endomorphismes
Pour P = Y% _, ax X" € K[X], on pose P(f) =

[MM16, ChI/IV]
o arf" € L(E).
DEFINITION 4. [POLYNOME MINIMAL]
Lapplication ¢ : K[X] — L(E), P — P(f) est un morphisme d’algebres. Son noyau,

’ensemble des polyndmes annulateurs de f, est un idéal de K[f] donc est engendré par un
unique polynéme unitaire 7y appelé polynéme minimal de f.

I ProposITION 5. Ona dim(K[f]) = deg(my).

EXEMPLE 6. Polynémes minimaux usuels [VOIR ANNEXE]

| REMARQUE 7. Se donner un endomorphisme f € L(E) revient a se donner sa matrice M
dans une base de E. On a donc les mémes résultats pour les matrices.

PrROPOSITION 8. Soient f,g € L(E) tels que f et g commutent. Alors ker(f) et Im(f) sont
stables par g. En particulier ker(P(f)) et Im(P(f)) sont stables par f pour tout P € K[X].

LEMME 9. [LEMME DES NOYAUX]

Soit (P;)1<i<r une famille de polynémes deux a deux premiers entre eux. Alors en posant P =
[T;_, Pi,onaker(P(f)) = @._, ker(Pi(f)). De plus, le projecteur de ker(P(f)) sur l’un de
ces sous-espaces parallélement d la somme des autres est un polynéme en f.

APPLICATION 10. Soit P annulateurde f.Si P = []._, P/ oules (P;)1<;<, sont deux a deux
premiers, alors on a la décomposition en sous-espaces f-stables E = @._, ker(P(f)).

I.C. Polyndme caractéristique [MM16, ChV/VII] [Gou09, Ch4]

DEFINITION 11. [POLYNOME CARACTERISTIQUE]
On définit le polynéme caractéristique de M € M,,(K) par xa(X) = det(X1,, — M).

PROPOSITION 12.  Deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique. On peut
donc définir le polynéme caractéristique de f.

EXEMPLE 13. Endimension2,0onaxy = X? — Tr(M)X + det(M) et x (M) = 0.
En dimension quelconque, si xar = > p_oarX*, onaa, = 1,a,-1 = —Tr(M) etag =
(—1)™ det(M).

Polynémes caractéristiques usuels [VOIR ANNEXE]

I.D. Liens entre polynomes et valeurs propres [MM16, Chv/VII]

PROPOSITION 14. Soit F' un sous-espace f-stable de E. On pose fr l'endomorphisme induit
sur F par f.Alorsmy, | mpet x . | Xs-
SiE = @;_, E; estune décomposition en sous-espaces stables de E, alors x f = [._; x fo,-

PROPOSITION 15. [LIENS ENTRE VALEURS PROPRES]
A € Kestune valeur propre de f si et seulement si x y(X) = 0 si et seulement sim;(\) = 0.

THEOREME 16. [THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON]
X r estun polynéme annulateur de f. Autrement dit, s | x 5.

DEFINITION 17. [MULTIPLICITES]
Soit A € Sp(f) une valeur propre de f. On appelle:
e multiplicité géométrique de \ la dimension de E}, notée m4(\),
e multiplicité algébrique de X la multiplicité de A en tant que racine de x f, notée m,(\),
e multiplicité minimale de X la multiplicité de A en tant que racine de 7y, notée m,, (\).
Onamm(A) < mg(A) etmg(X) < mg(N).
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1.
Il. A.

Diagonalisabilité [MM16, ChVIII]

Critéres de diagonalisabilité

DEFINITION 18.  f est diagonalisable s’il existe une base de F formée de vecteurs propres
de f (C’est-a-dire si la matrice dans une certaine base de F est diagonale).

APPLICATION 19. Les valeurs propres de f sont alors les coefficients diagonaux d’une matrice
diagonale associée a f (voir Exemple 3).

THEOREME 20. On a équivalence :

f estdiagonalisable,

E = @iespp) B

s est scindé a racines simples,

il existe un polynéme annulateur de f scindé a racines simples,
X 7 estscindé et pour tout A € Sp(f), mg(A) = mqa(A).

ooooom‘

APPLICATION 21.
e Si f admet n valeurs propres distinctes, f est diagonalisable.
e Si fn'aqu’unevaleur propre, f estdiagonalisable si et seulement si f est une homothétie.
e Un projecteur et une symétrie sont diagonalisables.
e Un endomorphisme nilpotent et diagonalisable est nul.

.01
-1 0

e Sirg(f) = 1,alors f est diagonalisable si et seulement si Tr(f) # 0.

) est diagonalisable sur C mais pas sur R.

COROLLAIRE 22. Si F'est f-stable et f est diagonalisable, alors fr est diagonalisable.

[Rom17, p148-151]
) lensemble des matrices diago-

APPLICATION 23. [CARDINAL DE D, (F,)]
Soitn € N, ¢ = p" ou p est premier et r € N*. Soit D,,(F,

nalisables de FF,,. Alors en posant |GLy(F,)| = 1,0ona:
_ 1GL.(FHl
D, (F =
PEN = 2 L Gy

Il.B. Co-diagonalisabilité

PROPOSITION 24. Soient f,g € L(FE) tels que f et g commutent. Alors Im(f) et les sous-
espaces propres de f sont stables par g.

PROPOSITION 25.  Soit (fx)1<kr<n une famille d’endomorphismes diagonalisables com-
mutant deux a deux. Alors il existe une base commune de diagonalisation (on dit que les
(fx)1<k<n sont co-diagonalisables).

APPLICATION 26. Soient A, B € M, (R) diagonalisables. Alors © € £(M,,(R)) définit par
©(M) = AM B est diagonalisable.

EXEMPLE 27. Soit G un sous-groupe fini abélien de G£,,(C). Alors les éléments de G sont
co-diagonalisables. Donc G est conjugué a un sous-groupe de matrices diagonales.

II.C. Topologie pour K =R ouC [BMPO5, §4.3.3/4.6, p179/217]
PROPOSITION 28. Pour X\ € Sp(f),

quelle norme sur E.

I PrOPOSITION 29. Pour A,B € M, (C),ona xap = XBAa-

I PrRoPOSITION 30. M —— x ;s estcontinue.

APPLICATION 31. Lensemble des matrices nilpotentes est fermé.

I ProposiTiON 32. D, (K) = 7,,(K). En particulier D,,(C) est dense dans M,,(C).

II.D. Liens avec les endomorphismes semi-simples [BMPo05, §4.2.1, p158-161]

DEFINITION 33. [ENDOMORPHISME SEMI-SIMPLE]
f est dit semi-simple si tout sous-espace f-stable admet un supplémentaire f-stable.

I THEOREME 34. f est semi-simple si et seulement si 7y est sans facteur carré.

APPLICATION 35. SurK = C, f est semi-simple si et seulementsi f est diagonalisable. Sur
K = R, f est semi-simple si et seulement si f est diagonalisable sur C.

EXEMPLE 36. Si f est nilpotente, alors f est semi-simple si et seulementsi f = 0.
Les rotations de R? sont semi-simples.

EXEMPLE 37.

APPLICATION 38. Supposons f semi-simple et soit F' un sous-espace f-stable. Alors up et
w: E/F — E/F sontaussi semi-simples.
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lll. Décomposition de DUNFORD [MM16, Ch10] [Gou09, §4.4, p193]

THEOREME 39. [DECOMPOSITION DE DUNFORD]

Soit f € L(F) de polynéme caractéristique scindé. Alors il existe un unique couple (d,n) €
L(E)? tel que d est diagonalisable, n est nilpotent, f = d + n et d commute avec n.

De plus, d et n sont des polynémes en f.

APPLICATION 40. Soit M € M, (K) de polyndme caractéristique scindé. On note
11, - - -, pn les n racines de x s (comptées sans leur multiplicité). Soit (D, N) la décompo-
sition de DuNFORD de M. Soit P € GL,,(K) telleque P~'DP = A = diag(p1, - - . , itn) SOit
diagonale. Alorson a:

exp(A) = Pdiag(e"?,...

k!
k=0
EXEMPLE 41.
110 0 1 0 11 1 1 1 1 0 0 0
01 1 |=I3+[ 0 0 1 01 1 |=1011]+[o0 00
0 0 1 0 0 0 0 0 3 0 0 3 0 0 0
1 1 0 e e e/2
exp 0 1 1 = 0 e e
0 0 1 0 0 e
EXEMPLE 42. Un endomorphisme nilpotent et diagonalisable est nul.

APPLICATION 43. Résolution de ’équation différentielle Y/ = AY pour A € M,,(C).
REMARQUE 44. SurK =
11 ot 1 1
0 1 0 a )

IV. Théorémes spectraux

R ou C, on n’a pas continuité de f —— (d,n) : considérer

[Rom17, Ch22, p697]

On se place sur K = R (resp. C) et on considére E euclidien (resp. hermitien) de dimension
finie. On note M* = M ' la transconjuguée de M. On note f* 'adjointde f € L(E).

DEFINITION 45. On dit que f est une isométrie (resp. un endomorphisme unitaire) si f
préserve lanorme (Vz € E. | f(z)|| = ||z|)-

DEFINITION 46.

fre.

On dit que f est auto-adjointsi f* = f.Onditque f estnormalsi f*f =

EXEMPLE 47. On ales mémes définitions pour les matrices. Une matrice symétrique ou ortho-
gonale (resp. hermitienne ou unitaire) est normale.

I LEMME 48. Si F est f-stable et f est normal alors f est f-stable et f*-stable.

APPLICATION 49. Les sous-espaces propres de f normal ont un orthogonal f-stable.

THEOREME 50. [REDUCTION DES ENDOMORPHISMES NORMAUX, CAS COMPLEXE]
Si E est hermitien, tout endomorphisme normal est diagonalisable dans une base orthonor-
mée.

LEMME 51. Toute matrice symétrique réelle admet une valeur propre réelle. De plus les sous-
espaces propres associés sont deux a deux orthogonausx.

THEOREME 52. [REDUCTION DES ENDOMORPHISMES AUTO-ADJOINTS]
Tout endomorphisme auto-adjoint admet une base orthonormale de diagonalisation.

APPLICATION 53. Pour déterminer les valeurs propres pg < 1 < --- < u, de f auto-adjoint,
on procede par récurrence en posant :

i = min({(f(2) | 2)| ol = Letz € (Buy & & Eu )" })
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ANNEXE

Polyndmes minimaux et caractéristiques usuels

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension1 < p <n — 1.

| f " Xs
nilpotent d’indice k XF X"
homothétie de rapport A | X — A (X ="
projecteur sur F’ X2 - X (X —1)pX"—P
symétrieparrapporta F | X2 -1 | (X —1)P(X +1)"7P

SPEECH

La diagonalisation permet de trouver une base de vecteurs propres, dans laquelle il est souvent
beaucoup plus aisé de faire des manipulations!

QUESTIONS

Q Que peut-on dire des sous-espaces stables de f diagonalisable?

R Ils admettent un supplémentaire stable, par le théoréme de la base incompléte.

Q Comment montrer le Corollaire 227

Q Le Théoréme 52 est-il le méme résultat que la propriété de réduction des formes quadra-
tiques? (I'un découle-t-il de l'autre?)

R Ils n’ont rien a voir, en revanche il y a un résultat sur les formes quadratiques équivalent a
ce résultat.

Q Soit D l’ensemble des matrices diagonales de G£,,(C). Que direde D?

R C’est un groupe abélien. Il n’est pas distingué car il existe des matrices diagonalisables non
diagonales. Son commutateur est lui-méme. Son normalisateur N vérifie N/D ~ &,,. En
effet, soit P € N.Pour M = diag(u, ..., u,) € D avectous les coefficients distincts, on
aque M’ = PM P! est diagonale. Notant (Ai)1<i<n ses coefficients diagonaux, il existe
o € 6, telle que \; = ji(;y pour 1 < i < n,ouencore M’ = P,M.On en déduit que
Pe P, FE.
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