(152] DETERMINANT. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Définitions et propriétés générales [Gou09, §3.5, p134-137]

I. A.

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n ot K est un corps commutatif.

Formes n-linéaires alternées, déterminant d’une famille de vecteurs

DEFINITION 1. [APPLICATION n-LINEAIRE, ALTERNEE]
Soit f : E™ — Kune application.
e On dit que f est n-linéaire si en tout point les n applications partielles sont linéaires.
L'ensemble des applications n-linéaires est noté £,,(E, K).
e Si f € L,(E,K), on dit que f est alternée si f(z1,...,2,) = 0 deés que deux des
{zi}1<i<, SONt égaux.

THEOREME 2. [PROPRIETES DE A\, (E)]
L'ensemble A,,(E) des formes n-linéaires alternées de E est un espace vectoriel de dimension
1. Il existe une unique forme n-linéaire alternée égale a 1 sur une base donnée de B5.

DEFINITION 3. [DETERMINANT DANS UNE BASE]
Soit B une base de E. On appelle déterminant dans la base B, et on note detz, 'unique
forme n-linéaire alternée égale a 1 sur B.

COROLLAIRE 4. [EXPRESSION DE detj]
Soientzq, ..., x, desvecteursde E. Ennotant (x; 1, . .
base Bde E,ona:

., xi n) les coordonnées de x:; dans une

detg(x1,...,2,) = Z £(0)T1,601) X+ X Tn,o(n)
cES,

COROLLAIRE5. [CHANGEMENT DE BASE]
Soit Bune basede E. Pour f € A, (E),ona f = f(B) detp.
En particulier, si B' est une autre base de E, on a detp = detg/ (B) detp.

PROPOSITION 6. [CARACTERISATION D’UNE FAMILLE LIEE, LIBRE]
Soientxy,...,x, € E.On aéquivalence entre :

(i) lafamille {z+, ..., x,} estliée,

(i) pourtoute base Bde E, onadetp(z1,...,T,)
(iii) il existe une base B de E telle que detp(z1, . . .

:0’
,&p) = 0.

I.B. Déterminant d’une matrice carrée et d’un endomorphisme
Soit A = (aij)lgi,jgn S Mn(K) Soit f € ﬂ(E)

DEFINITION 7. [DETERMINANT D’UNE MATRICE]
On appelle déterminant de A le déterminant des vecteurs colonnes de A dans la base cano-
nique de K™. On le note det(A).

ProPosITION 8. Soient A € Ket B € M,,(K). On a les propriétés suivantes :
i) on ne change pas la valeur du déterminant lorsque 'on ajoute a une colonne une combi-
naison linéaire des autres colonnes,
i) det(AT) =det(4) et det(AA) = \"det(A),
iii) det(AB) = det(A) det(B).
iv) Si Aet Bsontsemblables, alors det(A) = det(B).
v) A€ GL,(K) < det(A) # 0. Dans ce cas, det(A™1) = det(A4) .

DEFINITION 9. [DETERMINANT D’UN ENDORMORPHISME]
On note det(f) le déterminant de la matrice de f dans une base de F.

I REMARQUE 10.  On transpose les propriétés de la Proposition 8 aux endomorphismes.

Il. Méthodes de calcul de déterminants

EXEMPLE 11. Déterminant en dimensions 2 et 3 (régle de SARRUS).

II.A. Mineurs et cofacteurs [Gou09, §3.5, p136-137]

DEFINITION 12. [MINEUR, COFACTEUR, COMATRICE]

Soit,j € [1,n]. On appelle mineur d’indice (4, j) le déterminant A; ; de la matrice d’ordre
n — 1 déduite de A en supprimant la ligne i et la colonne 5. On appelle cofacteur d’indice
(i,7) le scalaire 4; ; = (1) A, ;.

On définit la comatrice de A par Com(A) = (A4; j)1<i,j<n-

THEOREME 13. [DEVELOPPEMENT PAR RAPPORT ... ]
e [AUNE COLONNE] Pourtout j € [1,n],onadet(A) =>"" | a; jA; .

e [AUNE LIGNE] Pourtouti € [1,n], onadet(A) = 37, a; jA; ;.
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THEOREME 14. [FORMULE DE LA COMATRICE]

Ona ACom(A)T = Com(A)T A = det(A)I,.

En particulier, si A estinversible, alors A=! = ﬁ(@ Com(A)T.
Il. B.

Matrices triangulaires par blocs [Rom17, §17.2, p542-543]

n

I LEMME 15.  Si A est une matrice triangulaire, alors det(A) = [[\_; ais.

APPLICATION 16. [PIVOT DE GAUSS]

La formule du Théoreme 13 est impraticable en réalité (trop d’opérations). Via des opérations
sur les lignes et les colonnes, on transforme toute matrice en une matrice triangulaire supé-
rieure dont on peut facilement calculer le déterminant.

THEOREME 17. [DETERMINANT PAR BLOCS]
Supposons A de la forme :

Aq * * *
0 A2 * *
A= 0 0 As *
0 0 0 Ap

ou les (A;)1<i<p Sont des matrices carrées et x des matrices quelconques de tailles adéquates.
Alors det(A) = [T5_; det(A;).

Il.C. Exemples classiques [Gou09, §3.5, p143-147]

EXEMPLE 18. [DETERMINANT CIRCULANT]

Soientaq,...,a, € C.Alors:
a1 a2 a3 ... anp
an a1 a2 an—1 ne1 .
det an—1 an a1 an—2 _ H P*) ob P(X) = Zi=0 a1 X"
. w = exp(2in/n)
: 0<k<n—1
a2 a3 a4 al

PROPOSITION 19.
On définit par récurrence une suite (P*))cn par P(©)

[CONVERGENCE D’UNE SUITE DE POLYGONES VERS L’ ISOBARYCENTRE]
(z%o), ce zﬁbo)) € Ctet

(B) (k) ) 4B (k) ()
potl) = (adz o s dE ) poyrg e N
Alors P¥) — (g,g,...,g9)00g = Isobar(z§0>7 . ,zﬁo)).
k—+oco

EXEMPLE 20. [DETERMINANT DE VANDERMONDE]
Soientay,...,a, € C.Alorsdet((al)1<i j<n) = H (a; —
1<i<j<n

a;). [voir annexe]

EXEMPLE 21.
Soientay, . .

[DETERMINANT DE CAUCHY]
G, b1, ... b, € Ctelsquea; + b; # 0. Alors:

( 1 > [licicj<nla; —ai)(b; —
det =
ai+bj /) 1<ij<n [li<ij<nlai +0))

Applications des déterminants en analyse

bi)

lll.A. Propriétés du déterminant [Rou99, §2.3, p74-76]

ProposITION 22. det : M, (R) — RestC>®etona:

VM, H € M, (R),ddety (H) = Tr(Com(M) " H)

APPLICATION 23. [WRONSKIEN]

Soient A € CO(R, M,,(R)) etyi, ..., y, € R"dessolutions de 'équation différentielle linéaire
y' = A(t)y. On définit leur déterminant wronskien w(t) = det(y1(¢), - . ., yn(t)) . Alorsw’(t) =
Tr(A(t))w(t). De plus si A est constante alors on a det(exp(tA)) = exp(t Tr(A)).

APPLICATION 24, OnseplacesurK =RouC.
i) GL,(K) estun ouvertde M,,(K). De plus, GL,,(R) a deux composantes connexes,
ii) Deux matrices réelles semblables sur C sont semblables sur R.

Illl. B. Changement de variables [Gou08, §5.4, p334-335]

THEOREME 25. [CHANGEMENT DE VARIABLES]
SoitU, V deuxouverts deR™ et ¢ un C'-difféomorphisme de U sur V. Alors pour toute fonction
borélienne f : V — Ry, ona:

Sy f)dv = Ji; f(o(w)) [Jo(u)| du od Jy(u) = det(d ¢u)

APPLICATION 26. [PASSAGE EN COORDONNEES POLAIRES]
Pour f : R* — R borélienne,ona [5, f(z,y)dzdy = [. ] (1 cO8(0), 7 sin(0))rdrdo.
+ ’
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IV. Applications des déterminants en algébre

IV.A. Polyndme caractéristique

[Gou09, §4.1/4.2, p162/176] [BMP05, §4.3.3/4.6, p179/217]

REMARQUE27. On étend laformule explicite du Corollaire 4 a une matrice a coefficients dans
un anneau A quelconque (le déterminant est un polyndme). Si A est integre, les propriétés
du déterminant restent vraies car A se plonge dans Frac(A).

DEFINITION 28. [POLYNOME CARACTERISTIQUE]

On définit le polyndme caractéristique de A € M,,(K) par x4(X) = det(XI,, — A).

On définit le polynéme caractéristique de f € L(E) comme le polynéme caractéristique
d’une matrice de f dans n’importe quelle base de E.

APPLICATION 29.
e Lesvaleurs propres de A sont les racines de x 4,
e L’ensemble des matrices nilpotentes est fermé dans M, (K),
° F’OUFA7 B e Mn((C), onaxAB = XBA-

IV. B.

Soient p et g deux entiers et A = (a; j)1<i<p, 1<j<q € My ¢(K). On s’intéresse a la résolution
dusysteme () AX = B, d’'inconnue X € M, (K) etde paramétre B € M, (K).

Systémes linéaires [Gou09, §3.5, p137-138] [Rom17, p547-548]

I THEOREME 30. rg(A) est l'ordre du plus grand mineur extrait de A qui est non nul.

a 2 -1 b
EXEMPLE 31. Soit la matrice M = ( 30 1 —4 > ol a et b sont des paramétres réels.
5 4 -1 2

Alorsrg(M) > 2etonarg(M) = 2 < (a,b) = (1, 3). [Gri15, §4, p136]

THEOREME 32. [SYSTEME DE CRAMER]
Lorsque p = g, alors (5 ) admet une unique solution pour tout paramétre B si et seulement
sidet(A) # 0. Dans ce cas, la solution X g de (.#5) est le vecteur de coordonnées :

det(Al, .. ~;Ai—1aBaAi+17 e ,An)

det(A)

Vi e IIlvp]sz =

V. Applications des déterminants en géométrie

V.A. Volume d’un parallélépipéde [BMPO5, §4.4.1, p184] [Gri15, p127]

On munit R™ de sa base canonique. Pourn = 2,0ona:

THEOREME 33. [AIRE D’UN PARALLELOGRAMME] [voir annexe]
Soit A(v, w) l'aire du parallélogramme engendré par v et w. Alors A(v, w) = |det(v, w)|.

On peut généraliser en dimension quelconque::
THEOREME 34. [VOLUME D’UN PARALLELEPIPEDE]

Soient vy, ..., v, des vecteurs de R™. En notant V(v1, ..
engendré par les vecteurs vy, . . ., v,. Alors V(v . ...

., vp) le volume du parallélépipede
,Un) = |det(vy, ... vp)].

V.B. Déterminant de GRAM et inégalité de HADAMARD

[Gou09, §5.4, p262-263] [Rom17, §17.4.7, p560]

Soit (E, (. | .)) un espace préhilbertien (réel ou complexe).
DEFINITION 35. [MATRICE ET DETERMINANT DE GRAM]

Soient x4, ..., x, des vecteurs de E. On appelle matrice de GRAM de z1, ..., z, la matrice

Mg(z1,...,2n) = ((@; | 5))1<i,j<n et déterminantde GRAM de z1, . .. , 2, le déterminant

de la matrice de GRAM, noté G(z1, ..., zy,).

THEOREME 36. [DISTANCE A UN SOUS-ESPACE VECTORIEL]
Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie n de E, muni d’une base (eq, . . .

Alors pour toutx € E,onad(z, F)?* = %

) en)-

THEOREME 37. [INEGALITES DE HADAMARD] [voir annexe]
(i) Soientxy,...,x, desvecteursde E.Alors G(x1,...,xn) < [\, ||l [@
(i) Soientxy,...,x, desvecteursde C". Alors |det(z1, ..., xn)| < [Ty |@illy 00 ]|l
désigne la norme hermitienne standard sur C".
Dans les deux points, on a égalité si et seulement si la famille {z;}, , ., est orthogonale
ou l'un des vecteurs est nul.

APPLICATION 38. Interprétation géométrique de l'inégalité de HADAMARD dans R™,

ENS Paris-Saclay - 2018/2019

Antoine BARRIER - https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Page 68 sur 236


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

152 - Déterminant. Exemples et applications.

Agrégation - Lecons

ANNEXE

TN R RS | T vayeymdiogy 4
(22 30y PP | = PIYRY

A

Tar

L

..wm.)s

TPV ¥

(03 doud
P L) ooy
‘.3 <33 .nu.)/.suw‘s:

¢H> ﬁ-oucoq.\. A_,c\a.ou
o Yo-Yo

" v
m.ﬂr EJ.: e LR >"1
T 24by )25 : '

Avaetdopntp o Ty - % W YV

"

Ry [ oY
vl v [N U N V)
.a.soa ..,.c coa Yy a\.).o a.. ° ~_\
: } . 1
QY Joud L A T AR I n< g
h v ey .‘MU.zc 18 >
Q e o 1

z g /7 L-vw k u
o Uy, iy g by . e~ %) Aoy cO
v v sdsn. fd fd V
os-- B, I 1
eV, ' . s !
: ..,.AD ; O L

1
Hnt
ACNOUYIINEA 2P AOVw g0 B) g 524 b4vow|

veyos2de gp Vogea g0 < T, a|dwoxg ¥

o =5 M) bo .. by by L
1

=Y

IXANNY

Page 69 sur 236

Antoine BARRIER -https://perso.ens-1lyon.fr/antoine.barrier/fr/

-Saclay - 2018/2019

.

ENS Paris


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Agrégation - Lecons

152 - Déterminant. Exemples et applications.

SPEECH

Je vais vous présenter la legon intitulée « Déterminant. Exemples et applications. ». Pourquoi
étudie-t-on les déterminants? Il y a deux motivations principales : d’'un c6té l'aspect pratique
du déterminant (caractérisations simples de la liberté, méthodes de calculs nombreuses) et
de l'autre le fait qu’il posséde de nombreuses applications (on pense a l'étude de systémes li-
néaires, d’endomorphismes, etc). Cela rend donc cet outil puissant.

Avant de revenir a ses applications, commencons par le définir. Dans la premiére partie on se
place sur un corps K et on considére un K-espace vectoriel E de dimension finie n. On observe
que les formes n-linéaires alternées de E forment un espace vectoriel de dimension 1, ce qui
permet de définir le déterminant d’une famille de vecteurs dans une base B comme ['unique
forme n-linéaire alternée qui vaut 1 sur cette base. On a de plus une formule explicite dépen-
dant des coefficients. On définit également le déterminant d’une matrice a coefficients dans
K et d’'un endomorphisme de L£(E). La n-linéarité et le caractere alterné donnent alors des
premiers résultats (det(AB) = det(A) det(B), stabilité par ajouts d’'une combinaison linéaire
de colonnes et surtout condition d’inversibilité d’'une matrice) qui ouvrent la voie a des mé-
thodes explicites de calculs de déterminants, comme le développement d’un déterminant par
rapport a une ligne ou une colonne. Ce développement est en général intéressant pour des ma-
trices plutdt creuses (ou pour obtenir des relations de récurrence), mais dans la pratique ce sont
les déterminants de matrices triangulaires ou triangulaires par blocs qui sont les plus simples
a calculer, c’est pour cela qu’on essaye de s’y ramener via la méthode du pivot de GAUSS qui
transforme une matrice en matrice triangulaire. On peut citer des applications classiques de
ces méthodes (VANDERMONDE, circulant, CAUCHY).

Donc les méthodes de calculs sont nombreuses et variées, ce qui tombe bien parce qu’ily a plein
de domaines d’applications du déterminant, c’est l'objet de la suite de la legon. Tout d’abord
en analyse, on remarque que l'application det est un polyndme et est donc C*°, l’expression
de sa différentielle permet par exemple 'étude du wronskien d’un systeme de solutions d’une
équation différentielle, ce qui constitute mon premier développement. En théorie de l'intégra-
tion, le déterminant joue un réle fondamental dans la formule du changement de variables.
Ensuite en algeébre, on peut étudier le polyndme caractéristique d’une matrice A défini comme
det(X T, — A). Cette définition est possible puisque le déterminant est un polynéme et ne fait
pas intervenir d’inverses donc on peut le définir sur un anneau. Lorsque cet anneau est integre,
on conserve les propriétés vues précédemment. Ce polynéme caractéristique contient notam-
ment des informations sur les valeurs propres de A. Toujours concernant 'étude d’une matrice,
on peut s’intéresser a la résolution d’un systeme de type AX = B. Les formules de CRAMER
donnent alors la solution explicite unique dans le cas ot det(A) # 0. Enfin, on peut aussi souli-
gner le role du déterminant en géométrie. Le déterminant de n vecteurs dans la base canonique
de R" s’interprete en effet comme le volume du parallélépipede engendré par ses n vecteurs.
Plus généralement, dans un espace pré-hilbertien E, on peut définir le déterminant de GRAM
qui va étre relié a la distance d’un point a un sous-espace vectoriel de E. Ce déterminant per-
met de démontrer l'inégalité de HADAMARD, qui, dans le cas de R”, s’interpréte comme le fait
que le volume d’un parallélépipede de longueurs de cotés fixés est maximisé lorsqu’il est un
rectangle, ou un hyperrectangle. Cela fait 'object de mon deuxieme développement.

QUESTIONS

Q Quelle est application principale du procédé d’orthogonalisation de GRAM-SCHMIDT?
R Lexistence d’une base orthonormée.

Q Calculs de déterminants dans M,,(Z). Liens entre M, (Z), M, (Q) et M,(Z/nZ).

Q Calculerdet((i A7) ;).

Q Calculer le déterminant de l'application M — M.
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