EXEMPLES D’ACTIONS DE GROUPES SUR LES ESPACES DE MATRICES.

Soit K un corps commutatif. Soient n, p des entiers non nuls.

I. Action par translations et pivot de GAuss [CG13, ChIV, p127]

I.LA. Généralités

DEFINITION 1. [ACTION PAR TRANSLATION]
On définit les actions par translation/multiplication a gauche et a droite :

GL(K) x My, ,(K)
(P, M)

— M, ,(K)
— PM

o GE) X My (K)
(P.M)

DEFINITION 2. [MATRICES DE DILATATION, TRANSVECTION, PERMUTATION ELEMENTAIRE]
Une matrice de dilatation est une matrice D, , € GL,,(K) pour un a € K*. Une matrice de
transvection est une matrice T; j 3 = I,, + fE; j € GL,(K) pourun 3 € K* eti # j. Une
matrice de permutation élémentaire est une matrice P; ; € G£,,(K) pouruni < j.

Iy
Iy 0 1
Pij= Ijmi
Infi 1 0

I,

ProposITION 3. Soit M € M, ,(K). Les opérations élémentaires sur les lignes (resp. co-
lonnes) de M sont obtenues par multiplication d gauche (resp. a droite) par les matrices pré-
cédemment introduites :

MDia

)

Ci “— OLCZ'

Matrice
Opération

Do M
L; «+ oL;

TijsM

P ;M
L; < O[Lj

I.B. Caractérisation des orbites et pivot de GAuss [CG13, Chl, p2]
DEFINITION 4. On appelle:

e pivot d’une ligne son coefficient non nul le plus a gauche.

e matrice échelonnée en lignes une matrice telle que dés qu’une ligne est nulle, les sui-
vantes sont nulles, et pour les lignes non nulles le pivot d’une ligne est strictement a
droite du pivot de la ligne précédente. On dit qu’une matrice échelonnée est réduite si
ses pivots valent 1.

On a la définition similaire de matrice échelonnée (resp. réduite) en colonnes.

EXEMPLE 5.

OO =

2 5 2 0 0
0 1 | estréduiteenlignes,| 1 3 0 | estéchelonnéeen colonnes.
0 0 2 4 0

THEOREME 6. [ORBITES DE L'ACTION PAR MULTIPLICATION A GAUCHE]

Pour l'action par multiplication d gauche :
e deux matrices A et A’ sont dans la méme orbite si et seulement siker(A) = ker(A’),
e toute matrice est dans l'orbite d’une unique matrice réduite en lignes.

THEOREME 7. [ORBITES DE L’ACTION PAR MULTIPLICATION A DROITE]

Pour l’action par multiplication a droite :
e deux matrices A et A’ sont dans la méme orbite si et seulement siTm(A) = Im(A4’),
e toute matrice est dans lorbite d’une unique matrice réduite en colonnes.

I THEOREME 8. SL,(K) est engendré par les transvections, GL,,(K) est engendré par les
transvections et les dilatations.

APPLICATION 9. [ALGORITHME DU PIVOT DE GAUSS]
L'algorithme du pivot de GAuss permet de se ramener a la matrice réduite associée a une ma-
trice via des opérations élémentaires sur les lignes.

2 4 1 12 1/2
EXEMPLE 10. 1 3 0 | apourmatrice réduiteassociée [ 0 1 —1/2
0 5 2 0 0 1

I.C. Application a la décomposition polaire

[CG13, ChVI, p201] [Rom17, Ch22, p697]

On se place sur K = R, n = p et on considere 'action a gauche restreinte a O,,(R).

THEOREME 11. [DECOMPOSITION POLAIRE]
Lapplication O, (R) x ST (R) — GL,(R), (0, S) — OS est un homéomorphisme.

THEOREME 12. L’orbite de toute matrice M contient une matrice symétrique positive. Si M
est inversible, l'orbite contient une matrice symétrique définie positive.

ApPLICATION 13. O, (R) est le seul sous-groupe compact de G£,,(R) contenant O,, (R).

APPLICATION 14. Pour A € M, (R),ona ||Al|, = \/p(ATA).
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Il. Actionde STEINITZ

[CG13, CHI, p2]

DEFINITION 15. [ACTION DE STEINITZ]
GLL(K) x GL,(K) x M,, ,(K)
(P,Q), M)

Les orbites pour cette action sont appelées classes d’équivalence.

On appelle action de STEINITZ I'action

THEOREME 16. Si M est de rang r, M est équivalente a J, = < I 0 )
n—r,p—r

I REMARQUE 17.  L’algorithme du pivot total permet d’obtenir J,.

COROLLAIRE 18. Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.
AinsiO = {0, |0 <r <min(m,n)} ot O, = {M € M, ,(K)| rg(M) =r}.

EXEMPLE 19. (

O = N
U W

1
0 ) est équivalente a I5.
2

I COROLLAIRE 20. 1g(M ") = rg(M).
I PrOPOSITION 21. So0it K = R ou C. Alors O, = | |y <, Ok

COROLLAIRE 22. Soit K = R ou C. L’unique orbite fermée est Oy = {0} et ['unique orbite
ouverte est Oin(n,p)- Sin = p, On = GL,(K) est un ouvert dense de M,,(K).

lll. Action par conjugaison [CG13, Chlll, p83]

Ill.A. Généralités

DEFINITION 23. [ACTION PAR CONJUGAISON]
GL,(K) x M, (K)
(P, M)

Deux matrices d’une méme orbite sont dites semblables.

On consideére l’action par conjugaison

REMARQUE 24.  On considére un K-espace vectoriel E de dimension finien, etu € L(FE).
Soient B et B’ deux bases de E, P la matrice de passage de B vers B’. Alors si A = Mg(u)
et A = Mp/(u),ona A’ = PAP~L.

PROPOSITION 25. Deux matrices semblables ont méme rang, déterminant, trace, valeurs
propres, polynéme minimal, polynéme caractéristique.

REMARQUE 26. Dansaucun des casil ne s’agit d’une caractérisation. Par exemple pour le po-
lynéme minimal considérer diag(1, 1,2) etdiag(1, 2, 2) et pour le polyndme caractéristique,

L)

Applications a la trigonalisabilité/diagonalisabilité

considérer I5 et ( (1)

I11. B. [MM16]

DEFINITION 27. Une matrice est trigonalisable (resp. diagonalisable) si elle est dans 'orbite
d’une matrice triangulaire (resp. diagonale).

THEOREME 28. Une matrice est trigonalisable (resp. diagonalisable) si et seulement si son
polynéme minimal est scindé (resp. scindé a racines simples).

ProposITION29. DansK = C, M € M, (K) estdiagonalisable si et seulement si sa classe
de similitude est fermée dans M, (K).

APPLICATION 30. [CARDINAL DE D,,(FF,)] [Rom17, §5.6, p148-151]
Soitn € N,q = p” oup premier,r # 0.Soit D, (F,) 'lensemble des matrices diagonalisables
de[F,. Alors en posant |GLy(F,)| = 1,ona:

>

ni+-+ng=n

|G L (Fy)|

D, (Fy)| = 1. 16Ln. (F)]
Dy (Fy)| L 1GL (Fy)

lll.C. Actionde O,(R)etdels,(C)
SiK = R (resp. C), restreignons l'action par conjugaison a O,,(R) (resp. U, (C)).

[CG13, ChV, p149] [Rom17, Ch22]

REMARQUE 31.  Avec le contexte de la remarque précédente, 'action de O,,(R) (resp.U,,(C))
équivaut a un changement de base orthonormée pour E euclidien (resp. hermitien).

Fixons donc un endormorphisme u € L(F) euclidien. On suppose u normal, c’est-a-dire que
sa matrice M dans une base orthonormée fixée vérifie :

I DEFINITION 32. M € M, (K) est dite normalesi M*M = MM*ou M* = MT.

I PROPOSITION 33. Lesvaleurs propres (complexes) de M normale sont des racines de l'unité.
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LEMME 34.
e Si F est un sous-espace vectoriel stable par u, alors F+ est stable par u,
o |l existe un sous-espace vectoriel stable par u de dimension 1 ou 2.

THEOREME 35. [REDUCTION DES ENDOMORPHISMES NORMAUX]
Il existe une base orthonormée B de E telle que

diag(A1,. .., Ap)
Ry

Mp(u) =

Ry

ag 7bk
b ) avec by, # 0.

oup+2r=n, (\)i<i<p € RPetpourl <k <r, R, = (

APPLICATION 36. [REDUCTION D’UN ENDOMORPHISME ANTISYMETRIQUE]
Supposons u antisymétrique. Alors il existe une base orthonormée B de F telle que Mp(u) est

de la forme précédente,avec \y = --- =\, = 0,2r < netRy = ( bO _gk )
k

IV. Action par congruence [Rom17, Ch15, p463]

IV.A. Généralités

IV. B. Classification des formes quadratiques [CG13, ChV.B, p179]

THEOREME 41. [CLASSIFICATION SURK = C]
Soit S € S(C). Alors S est congruente a J,. ot = rg(S).
Deux matrices de S,,(C) sont congruentes si et seulement si elles ont méme rang.

THEOREME 42. [CLASSIFICATION SURK = R]

I
Soit S € S(R). ll existe (s,t) € N2 tels que S soit congruente a ( I >
On—s—t

PROPOSITION 43. Onas = max({dim(F) | F sevde E sur lequel q est définie positive}) et
t = max({dim(F) | F sevde E sur lequel q est définie négative}).

COROLLAIRE 44. Deuxmatrices de S,,(R) sont congruentes si et seulement si elles ont méme
signature.
On note F,, le corps Z/pZ, puis F2 = {a? |z € F,,} et F3* = F2 N F}.

I PROPOSITION 45. ]F;;2 est un sous-groupe d’indice 2 de IF;.

APPLICATION 46. Poura,b € F} etc € F), az® + by® = c admet des solutions dans IF,,.

THEOREME 47. [CLASSIFICATION SURK = F,]

. Ir—l
On suppose dans cette section que car(K) # 2. Soit o € T\ 2. Alors toute matrice S € S,,(F,) est congruente a ) ou
0p—
DEFINITION 37. [ACTION PAR CONGRUENCE] 5 € {1,a}etr =rg(s). o
On appelle action par congruence l’action sur S,,(K) : gﬁ"(ﬁ({; 2)8"(]1{) - Ifg(lﬂﬁ .
b ces R bi di ’ — APPLICATION 48. [LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE]
euxmatrices d'une meéme orbite sont dites congruentes. Soita € Z, on appelle symbole de LEGENDRE (de a modulo p) 'entier :
REMARQUE 38. On considére un K-espace vectoriel E de dimension finie n, ¢ une forme a\ _ (1) : a:2| f a mod pestrésolubleetpta
bilinéaire symétrique sur E, B et B’ deux bases de E, P la matrice de passage de B vers 5'. p) 1 Sifon
Alorssi S = Mp(q) € S,(K)etS' = Mp(q) € S,(K),onaS" = PSP,
Soient p # ¢ des nombres premiers impairs. Alors (g) (%) = (—1)%1%1.
DEFINITION 39. [DISCRIMINANT]
On définit le discriminant de S € S, (K) par det(S) € K*/(K*)? si S est inversible, 0 sinon. . N 151 307-1 g0 . DN
EXEMPLE 49. (35) = (567) (357) = —(-D77 ~= (%) == (55) = - (&) (55) = 1
) . o Ainsi 26 n’est pas un carré modulo 307.
I PrROPOSITION 40. Deux matrices congruentes ont méme discriminant.
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SPEECH

Les matrices sont des objets mathématiques assez anciens, dont la structure a été formalisée
par son lien avec l'algébre linéaire (opérations sur les lignes et colonnes, endomorphismes,
formes quadratiques). Les actions de groupes permettent de synthétiser tout cela.

Dans un premier temps, on regarde les multiplications de matrices qui nous menent au pivot
de GAuUss et aux décompositions LU et polaire.

Ensuite on étudie l'action de STEINITZ et la caractérisation des orbites par le rang.

Enfin la troisiéme partie s’intéresse a l'action par conjugaison, qui correspond a la notion de
matrices représentant un méme endomorphisme et donne un grand nombre d’invariants par
similitude. On applique cela a la diagonalisabilité et a la réduction de FROBENIUS.

Enfin on parle de l'action par congruence qui correspond a la relation de représentation d’une
méme forme quadratique. Sur C on a une caractérisation simple des orbites, sur R on utilise
la signature. Enfin on donne la classification sur Iy avec application a la loi de réciprocité qua-
dratique.

QUESTIONS

Q Montrer le premier point du Théoreme 15.

R Voir [CG13, §IV.2, p131].

Q Soit S € S,,(C) telle que det(S + X) = det(X) pourtout X € S,,(C). Quedirede S?

R Ona0 = det(S — 5) = det(—S) = (—1)" det(S) dons S est non inversible.
Pour tout P € GL,(C), on a det(PSPT + PXPT) = det(P)?det(S + X) =
det(P)? det(X) = det(PXPT).On peut donc remplacer S par sa forme réduite. Quand
X décrit S,,(C), PX P T décrit S,,(C) donc le probléme se réécrit : det (S’ + X') = det(X")
pour X’ € S§,,(C),ou S" = J,. Prenant alors X’ = Id, on obtient det(S" + X') = det(X’),
ce qui n’est possible que sirg(S’) = 0, c’est-a-dire S’ = 0, ou encore S = 0.
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