Soit K un corps et A un anneau inteégre, tous deux commutatifs.

I. Polynomes irréductibles [peros, 511.3/111.3, pas-53/76] [Rom17, §12.8, p368]

I.A. Irréductibilité

Définition de lirréductibilité de polyndmes

Dans le cas d’un corps : simplification de Uirréductibilité, cas des polynémes de degré 1,
exemples, lien entre réductibilité et existence de racines pour deg(P) < 3

Lemme d’EucLIDE pour A[X] principal/factoriel, exemple de (X2 + 1)? réductible sur R[X]
bien qu’il n'admette pas de racine

Décomposition en produit d’irréductibles

Ily a une infinité de polyndmes irréductibles

I.B. Propriétésde A[X]

A[X] principal correspond a A est un corps

A factoriel implique A[X] factoriel

Notion de contenu, polynome primitif, lemme de GAuss
Dans un corps: P irréductible si et seulement si (P) maximal

[Per96, §l1.4, p50]

I.C. Criteres d’irréductibilité

On suppose que A est un anneau factoriel
Lien entre les irréductibles de A et les irréductibles de Frac(A)

[FGNO7, §5.16, p188-190]

PROPOSITION 1. [CRITERE D’EISENSTEIN]
Soit P =%" ,a; X" € A[X]. Soitp € Apremier. Sip 1t an, Vi < n,p | a; et p* { a, alors
P estirréductible dans Frac(A)[X].

EXEMPLE2. Sim € Zaun facteur premier sans carré alors X" — m estirréductible dans Z[ X]
pourtoutn € N.

PROPOSITION 3. Soit I un idéal premierde Aet B = A/I. Soit P = Y7\ a; X" € A[X]et
P la réduction de P modulo I. Sia,, dans B, et si P est irréductible sur B ou Frac(B), alors P
estirréductible sur K.

Que lonreformuledanslecas A =7Z,1 = (p), B=TF,:

PROPOSITION 4. Soitp € PetP =Y. a; X" € Z[X]. Soit P la réduction de P modulo p.
Sip 1 a, etsi P estirréductible dansF,,[ X, alors P est irréductible dans Q[ X].

POLYNOMES IRREDUCTIBLES A UNE INDETERMINEE. CORPS DE RUPTURE. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

EXEMPLE5. X2-+462X2+2433X —67691 estirréductible dans Z[X], tout comme X? — X —1
pour toutp € P.

Cependant la réciproque est fausse, mais dans certains cas particuliers on peut s’en tirer en
jonglant entre les corps utilisés

1.
1. A.

On ne considere que des corps commutatifs.

Extensions de corps et polynomes

Extensions de corps [Per96, §l11.1, p65-66]

DEFINITION 6. [EXTENSION DE CORPS, DEGRE]

Soient K et IL. deux corps tels que K C L. On dit que L est une extension de corps de K.

L est alors un K-e.v.. Lorsque dim(L) est fini, on note [L : K] = dim(IL) et on 'appelle le
degré de LL sur K. On dit alors que I’extension est finie.

EXEMPLE7T. R C C,Q C Q(7).

Degré d’une extension, exemples

THEOREME 8. [THEOREME DE LA BASE TELESCOPIQUE]

Soient K, L, M des corps, (e;)icr une base de L surK, (f;);ecs une base de M sur L. Alors
(eif})(i,j)erx s est une base de M sur K. En particulier, lorsque deux des degrés d’extensions
sont finis, le troisiéme aussietona [M : K] = [M : L|[L : K].

DEFINITION 9. [ELEMENT ALGEBRIQUE, TRANSCENDANT]
Soit L une extension de K, soit a € L. Soit ¢ : K[T] — L le morphisme d’anneaux tel que

px = idetp(T) = au
Si ¢ est injectif, on dit que « est transcendant sur K. Sinon, « € L est algébrique sur K et
P € K[X] unitaire tel que ker(¢)) = (P). P est appelé polynéme minimal de «.

EXEMPLE 10. /2,7 sont algébriques sur Q. e et 7 sont transcendants sur Q.

THEOREME 11. [CARACTERISATION D’UN ALGEBRIQUE]
SoitIL une extension de K. Pouro € L, ona:

aest algébrique surK < K|a| = K(a) < dim(K|a]) < +o0

Liens entre irréductibilité et degré des extensions [Per96, §lI1.3, p77-79]
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II.B. Corps de rupture et de décomposition

Corps de rupture d’un polyndme irréductible, existence et unicité a isomorphisme prés.
Exemple de C, de Q[v/2]

Degré du corps de rupture

Corps de décomposition, existence et unicité a isomorphisme pres

Exemple de Q(i, v/2)

Théoréme de l’élément primitif

[Per96, §lil.1.c, p70]

II.C. Cloture algébrique

Extension algébrique, corps algébriquement clos, formulations équivalentes
Théoréme de D’ALEMBERT-GAUSS

Application : toute matrice de M,,(C) est trigonalisable

Polyndme ne s’annulant pas sur un corps fini — tout corps fini n’est pas algébriquement clos
Cloture algébrique, tout corps admet une clture algébrique unique a isomorphisme pres

[Per96, §lil.1.c, p70]

[Rom17, p378]

Soitn € N*.

Polynomes cyclotomiques [Per96, §3.4, p80] [Rom17, §12.11.5, p383]

DEFINITION 12. [POLYNOMES CYCLOTOMIQUES]
On définit le n-ieme polynéme cyclotomique ®,, € C,,[X] par @, (X) = []ocpx (X — 0.

PROPOSITION 13.
(i) @, estunitaire de degré o(n) = card({k € [1,n] |k An =1}).
(i) X" —-1= Hdm ®,. En particulier, sin est premier : ®,, = X™ — 1.

COROLLAIRE 14.
e Onen déduitla fameuse formule ¢(n) = 3=, ¢(d).
e Pourn>27% .y w=0.

I ProPoOsITION 15. @, € Z[X].
I THEOREME 16. ®,, estirréductible sur Z et donc sur Q.

I COROLLAIRE 17.  Ona [Q[e*™/™] : Q] = p(n).

APPLICATION 18. Théoréme de DIRICHLET faible

COMMENTAIRES

Autres références : [BMP05, Gou09].

QUESTIONS

Q X*+ 1est-ilirréductible?

R Oui, il ma pas de racine et on peut appliquer le critére d’EISENSTEIN a (X + 1)* + 1 avec
p=2.

Q X* + lest-ilirréductible surF,?

R SurF,: cyclique, X® — 1= (X1 +1)(X*—1)et8| (p*—1)=(p—1)(p+1).

Q Peut-on construire une famille de polynémes (X™ + a),, irréductibles sur Q pour tout n?
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