Soit K un corps commutatif. [Rom17, p365]

I. Racines d’un polynome [Gou09, §2.2, p59] [Rom17, §12.5, p358]

Fonction polynomiale associée, racine d’un polynéme, a racine <= X —a | P,

Exemple : un polynéme de R[ X | de degré impair a une racine réelle. Polynémes cyclotomiques
Application aux polynémes d’endomorphismes:si P(f) = 0, P(Sp(f)) = 0.Casde P = x et
P= .

Majoration du nombre de racines par le degré du polynéme s’il est non nul
Application : polyndéme d’interpolation de LAGRANGE

Identification d’un polynome et de sa fonction polynomiale sur un corps infini
Multiplicité, formule de TAYLOR

Lien entre multiplicité et zéros des polyndmes dérivés

Polyndme scindé, corps algébriquement clos

Théoréme de D’ALEMBERT-GAUSS

Application : toute matrice de M,,(C) est trigonalisable

Les racines (complexes) de P € Q[X], ou P € R[X] sont simples si P est scindé

[Rom17, p378]

Il. Fonctions symétriques élémentaires et polynomes symé-

triques

Il.A. Fonctions symétriques et relations coefficients/racines

[Gou09, §2.2, p59] [Rom17, §12.5, p358]

Fonctions symétriques élémentaires, exemples de o1, 02, 0,

Toute expression symétriqueen xy, . .., x, estun polyndmeenoy,...
Relations coefficients/racines

Formules de NEwTON, application a la caractérisation des matrices nilpotentes

?O.Tl

Il.B. Structure des polynémes symétriques

[Rom17, §2.8.5, p57] [CG13, §V.D, p197] [Tau07, §XIIl, p140]

Théoréme de structure des polynémes symétriques
Algorithme de factorisation, exemple

RACINES D’UN POLYNOME. FONCTIONS SYMETRIQUES ELEMENTAIRES. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

PROPOSITION 1. [FORME DE HANKEL]
Soit P € R[X]dedegrén etxy,...,x; ses racines distinctes, de multiplicité m1, . . .
On définit s;, = 22:1 mex} pour k € N puis on pose

y M.

V(X(),...7Xn,1)€(:n, S(Xl,...7Xn):

2.

0<i,j<n—1

87;+]'X7;Xj

Alors sg (la restriction de s a R™) est une forme quadratique sur R", de signature (p, q) ou
p+ q = tetp— qestle nombre de racines réelles de P.

I1l. Localisation des racines

1. A.

Les racines de P sont dans un disque déterminé par les coefficients de P
héoréme de GAUSS-LUCAS

Premiers résultats [FGNO7a, §5.33, p213] [Gou09, §2.2/2.5, p66/83/89]

THEOREME 2. [THEOREME DE KRONECKER]
Soit P € Z[X] unitaire tel que toutes les racines de P sont de module inférieur ou égal a1
et P(0) # 0, alors toutes les racines de P sont des racines de ['unité.

COROLLAIRE 3. [THEOREME DE KRONECKER]
Soit P € Z[X] unitaire de degré n et irréductible sur Q. Si toutes les racines de P sont de
module inférieur ou égal a1, alors P = X ou P = ®,,.

lll. B. Disques de GERSHGORIN

On cherche lesracinesde P = X" +a,, 1 X" ! + .- 4+ a9 € C[X].

Introduction de la matrice compagnon

Matrice a diagonale dominante, disque de GERSHGORIN

Sp(4) C UL, D;

p racines dans une composante connexe regroupant p disques (via 'analyse complexe)

[FGNO7b, §2.8, p80] [Ser01, §4.5, p49]

1. C.

Si P adesracinesréellesa; < --- < .., la méthode de NEwTON partant de xy > «,. converge
vers a,.. Vitesse de convergence selon la multiplicité
Méthode de la puissance

Approximation d’une racine [Rou99, Ch4, p140] [AKO2, §11.1, p215]
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IV. Racines de polynomes et extensions de corps [peros, siiL.1.c, p70]
IV. A.

Extension de corps, degré, théoréme de la base télescopique, exemples, algébricité

Rappels sur les extensions de corps

IV. B.

Corps de rupture d’un polyndme irréductible, existence et unicité a isomorphisme pres
Exemple de C, de Q[v/2]

Degré du corps de rupture

Corps de décomposition, existence et unicité a isomorphisme pres

Exemple de Q(i, v/2)

Théoréme de l’élément primitif

Corps de rupture et corps de décomposition

IV. C.

Corps algébriquement clos

Formulations équivalentes

Polyndme ne s’annulant pas sur un corps fini — tout corps fini n’est pas algébriquement clos
Cloture algébrique

Tout corps admet une cl6ture algébrique unique a isomorphisme pres

Cloture algébrique

SPEECH

Tout au long de cette lecons on s’intéresse a 3 problemes fondamentaux liés aux racines d’un
polynéme:

e l'existence de racines d’un polyndme P € K[X] ainsi que leur calcul exact. On peut iden-
tifier polynéme et fonction polynomiale dans le cas d’un corps infini. Trouver les racines
d’un polynéme reste un probleme que l'on ne peut pas résoudre en général,

e localisation approchée des racines (GAUSS-LUCAS, GERSHGORIN, autres méthodes),

e etleproblemeinverse du premier:soit k une extensionde K etz € k. Existe-t-il P € K[X]
tel que P(z) = 07 On va ensuite regarder la structure de ’ensemble des racines de P, le
polyndme minimal de z. Théoréme de l’élément primitif.

On peut aussi présenter cette partie avec une version théorie des corps, question d’exis-
tence de racines résolue par corps de rupture/décomposition.

QUESTIONS

Q SoitP, =31, ),f—,k Montrer que P, n’a que des racines simples dans C.

R Onvérifieque P, = P, 1 =P, —
0, ce qui n’est pas le cas.

)fT' Uneracine de P, etde P,,_; ne peut donc étre que

Q Soit ¢ : M,,(C) — C une fonction polynomiale satisfaisant ¢(AB) = ¢(BA). Soit f; :
A — x4 le i-ieme coefficient de y 4. Montrer que ¢ est un polyndmeen fo, ... f,_1.

R Ona 0'7;()\1, ey /\n) = (71)”]0”_7(14)
Soit : (A1,..., A\n) — @(diag(A1,...,A,)).Ona

U((Aoi))i) = p(diag((Ao(i))i)) = P diag((Ai):) P~ = @(diag((Ai)i))

1) est symétrique, donc fonction des (o;);, donc des (f;); ... Ainsi ¢ est un polyndme en les
(fi): sur ’ensemble des matrices diagonales. Pour une matrice quelconque, on 'approche
par des matrices diagonales et on conclut par continuité.

Q Soit I un intervalle de R. Déterminer les sous-algébres de dimension finie de CY(I, R).

R SoitC une telle algébre. Soit f € C.Pourtouti, fi € Cdonc (1, f,... f")estliée, etil existe
P € R, [X] annulateur de f. Si f est non constante, P est nul, absurde. Donc C = {0} ou
C = {f constante}.

Q Montrer que si Tr(A*) = 0 pour tout k, alors A est nilpotente (K = C).

R En utilisant le polynéme caractéristique de A, on a que Tr(x4(A)) = 0 = nag ou ag est le
coefficient constant de x 4, donc ag = 0. Ainsi 0 € Sp(A) et on conclut par récurrence.
Variante : la relation donne que les sommes de NEWTON sont toutes nulles, donc que les
fonctions symétriques sont nulles, donc que les racines sont nulles : le polynme est nil-
potent.
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