PGCD ET PPCM, ALGORITHMES DE CALCUL. APPLICATIONS.

Soit A un anneau unitaire commutatif intégre et K un corps.

I. Notionde PGCD et de PPCM sur un anneau factoriel
I.A. Généralités [Per96, §11.3, p45] [Rom17, Ch7, p205]

DEFINITION 1. [DIVISIBILITE]
Poura,b € A, ondit que adivisebetonnotea | bsidc € A|b = ac, ou encore (b) C (a).

DEFINITION 2. [ELEMENTS ASSOCIES]
a,b € Asontditsassociéssia | betb | a(ous’il existeu € A* tel que a = ub).

REMARQUE 3. C’est une relation d’équivalence (notée ~). Deux éléments associés sont in-
discernables du point de vue de la divisibilité.

DEFINITION 4. [IRREDUCTIBLE] a € A non inversible et non nul est dit irréductible si pour
toutb,c € Atelsquea = be,alorsb € A* ouce A*.

EXEMPLE 5. Dans Z, les éléments irréductibles sont les nombres premiers et leurs opposés.

DEFINITION 6. [PGCD, PPCM] Soienta, b € A. On dit que

e dc AestunPGCDdeaetbetonnoted =aAbsiVe e A,c|aetc|b=c|d,

e me AestunPPCMdeaetbetonnotem =aVbsiVe € Aja|cetb|c=m|ec
a et b sont dits premiers entre euxsia A b = 1.

REMARQUE 7. Lexistence de PGCD et PPCM n’est pas garantie en général. S'ils existent, ils
sont définis a un inversible pres. On peut généraliser a une famille quelconque d’éléments.

I PropPOSITION 8. Deux PGCD (resp. PPCM) de a, b € A sont associés.

Anneau factoriel, propriété d’existence et d’unicité. Dans la suite A est factoriel.
Ecriture en produit d’irréductibles, valuation p-adique

EXEMPLE 9. Z et K[X] sont factoriels.

Existence de PGCD, PPCM, expression en fonction des décompositions en produit d’irréduc-
tibles, expression en terme d’idéaux — ok pour le PPCM mais pas pour le PGCD (I'anneau
n’est pas nécessairement principal!)

Application pour le PPCM : dans un groupe, il existe un élément d’ordre 'exposant du groupe
Lemmes de GAuss

Exemples dans Z, dans les anneaux de polynémes.
Ona(aAb)(aVb)=abetaA(bVa)=a=aV (bAa)

Contenu, lemme de GAuSS

Contenu d’un polynome [FGNO7, §5.16, p188-190] [Per96, p51]

PROPOSITION 10. [CRITERE D’EISENSTEIN]
Soit A un anneau factoriel. Soit P = " a; X" € A[X]. Soitp € A premier.Sip t an,
Vi < n,p | a;etp?{ ag, alors P estirréductible dans Frac(A)[X].

Théoréme de GAuss : A[X] factoriel si A l'est

Il. Verslethéoréeme de BEzouT: PGCD surun anneau principal

[Rom17, §8.2, p237] [Per96, §11.3.e, p49]

Anneau principal, exemple de Z, de K[ X]

K[X, Y] est factoriel non principal

Si A est principal, on a bien (a A b) = (a) + (b) (théoreme de BEzouT). En particulier condition
pour que a et b soient premiers entre eux! Exemples

Généralisation a une famille d’éléments

Application : lemme des noyaux

IR
Il.A. Obtention du PGCD

Anneau euclidien, stathme, exemple de K[X] avec le degré

Euclidien implique principal implique factoriel

Exemple d’anneau principal non euclidien

Algorithme d’EucLIDE : on utilise la division euclidienne en s’appuyant sur le fait que sia =
bg+ravecr #0alorsa Ab=bAT

Exemple d’application de l’algorithme

Algorithmes de calcul dans les anneaux euclidiens

[Rom17, §9.2, p260]

lIl. B. Recherche d’une relation de BEzouTt

Algorithme d’EucLIDE étendu : en remontant dans l'algorithme, on obtient une relation de BE-
ZOUT.
Exemple avec le PGCD de polynémes
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IV. Applications aux équations en arithmétique

IV.A. Equations diophantiennes [Rom17, §10.4, p288] [FGNO7, §4.39, p167]

Définition d’une équation diophantienne [Com98, §12.7, p273]
Cas de l’équationax = b

Equation az + ny = ¢, réécrite az = ¢ mod n : ensemble des solutions, existence si et seule-
ment sia A n | b, dans ce cas une solution particuliere est donnée par l'identité de BEzour,
exemples

Soientn, m > 2.

THEOREME 11. Soita € N*,b € Z.Onnoted = a A netonécrita = da’ etn = én’.
Léquation ax = b mod n a des solutions entiéres si et seulement si § | b et dans ce cas, si
b = &b/, les solutions sont les ' z{, + kn' avec k € Z et x|}, est une solution particuliére de
ax=1 mod n'

Généralisation a > a;x; = b: calcul par récurrence d’une solution

THEOREME 12. [THEOREME DE SOPHIE GERMAIN]
Soit p un nombre premier impair tel que ¢ = 2p + 1 est premier. Alors il nexiste pas de
triplet (z,y, 2) € Z3 tel que p { wyz et xP + yP + ¢P = 0.

IV.B. Systemes de congruence [Rom17, §10.3-4, p283-290]

THEOREME 13. [THEOREME DES RESTES CHINOIS]

Soient ny,...,n,. € N des entiers distincts. Ces entiers sont premiers entre eux
si et seulementsiZ/nZ et [ [;_, Z/n;Zsontisomorphes, oun = [];_, n;. Plus précisément,
, . . - —n . .

Papplication ¢ : k, — (k" )1<i<r €St un isomorphisme d’anneaux.

EXEMPLE 14. 7 /A7 n'est pasisomorphe a (Z/27)3.

n;

’ -~ . . . ’ n \
THEOREME 15.  L’isomorphisme inverse est donné par (k; " )i<i<r — ;,1 kjuj-- ou
- - - J
) ) r n o __
lon achoisit (u;)1<j<r telsque )y ujgt = 1.

Soientn, m > 2.

r=a modn .
d’inconnue
Tz =b modm

APPLICATION 16. Soita,b € Z et (%) le systeme d’équations {
xr € Z.SinAm = 1,alors
e on cherche une relation de BEzouT un + vm = 1 avecu,v € Z,
e on aalors une solution particuliere de . : g = unb + vma,

e lessolutions de.” sont les (zg + knm)kez.

EXEMPLE 17. Lessolutions de {

z =2 mod 3
=4 mod5H

sont les (14 + 15k)kez.
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ANNEXE

Algorithme d’EucLIDE
Soit A un anneau euclidien. Lalgorithme d’EucLIDE détermine le PGCD de deux éléments :

Entrée:a,bec A,b#0

Sortie: d,u,vtelsqueau+bv=detd=aANAb
Algorithme:ug = 1,u; = 0,99 =0,v1 = 1,19 = a,r, =b,i =1

Tantquer; #0:
rit1 < Ti—1 — ¢;r;  (division euclidienne de r;_; par r;)

Uil = Ui—1 — QiU

Vi1 < Vi—1 — qiV;

11+1
Renvoyer r;_1,u;—1,v;—1

Algorithme d’EucLIDE étendu

SPEECH

Lobjectif est de généraliser les notions de PGCD et de PPCM connue sur N a des anneaux.

QUESTIONS

Q En quoi le lemme des noyaux est une application du théoréme de BEzouT?

Q Dans le casdes anneaux euclidiens, retrouve-t-on exactement les mémes résultats que dans
7?
R Dans Z on a unicité de la division euclidienne. Dans A euclidien, il faudrait imposer une
condition supplémentaire pour lavoir.
Q Quelle est la complexité de l'algorithme d’EUCLIDE?
R O(In(a)/In(d)).
Q Connaissez-vous un algorithme plus simple que l’algorithme d’EucLIDE?
R OnaaAb=(a—0b)Abpoura,be N.
Tant que a sont b sont non nuls, on remplace le max(a, b) par max(a, b) — min(a, b).
Une autre possibilité récursive :
- siaetbsont pairs, PGCD(a,b) = 2PGCD(a/2,b/2),
- sia est pair et bimpair, PGCD(a,b) = PGCD(a/2,b),
- si les deux sont impairs, on regarde s’ils sont divisibles par 3 ...
Q Montrer que Z[v/5] ~ Z[X]/(X? — 5). Calculerd = 9 A 3(2 + iV/5).
R z=a+/5b, N(z) = a® + 5b>. z inversible correspond & N(z) = 1 ouencore z € {+1}.

3 est un diviseur commundonc3 | d.Ona9 =3 x 3 = (2 +iV/5)(2 — iV/5)
Sizz/ =2+iv5,0naN(z)N(z') =9
Q Que dire des orbites de l'action de GLy(Z) sur Z2?

R (ab)~(cd)sia/\b:c/\d:e(sie:au+bv:( _Z/e az/’e ) ( _Z/e ) = ( ; )).

Réciproquement, deux vecteurs dans la méme orbite ont méme PGCD par transitivité.

Q Etpour l'action de GL,,(Z) surZ"?

R On espére le méme résultat. Par le théoreme BEzouT,ona ), a;u; = d mais on ne va pas
pouvoir trouver explicitement la matrice correspondante.
Enrevanche,siV = Z(uy,...,u,) " etW = {(x1,...,2,) € Z"| 3 a;z; = 0},alors W N
V = 0etdonc W ~ Z" ! est un sous-groupe d’un groupe abélien libre donc est un groupe
abélien libre. On a donc la matrice qu’il nous faut via cet isomorphisme.
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