
��� EXEMPLES D’ÉQUATIONS EN ARITHMÉTIQUE.

Définition d’une équation diophantienne [Com��, §��.�, p���]

I. Équations diophantiennes linéaires [Rom��, §��.�, p���]

Cas de l’équation ax = b
PGCD d’une famille d’éléments, algorithme d’E������, théorème de B�����-B�����
Lemmes d’E������, de G���� sur la divisibilité d’un produit
Équation ax + ny = c, réécrite ax © c mod n : ensemble des solutions, existence ssi a · n | b,
dans ce cas une solution particulière est donnée par l’identité de B�����, exemples
Soient n, m Ø 2.

T������� �. Soita œ N
ú, b œ Z. On note ” = a·n et on écrita = ”aÕ etn = ”nÕ. L’équation

ax © b mod n a des solutions entières si et seulement si ” | b et dans ce cas, si b = ”bÕ, les
solutions sont les bÕxÕ

0+knÕ aveck œ ZetxÕ
0 est une solutionparticulièredeaÕx © 1 mod nÕ.

Généralisation à
q

aixi = b : calcul par récurrence d’une solution
Équivalent du nombre de solutions Sn de

q
–ini = n [Gou��, §�.�, p���]

II. Systèmes de congruence [Rom��, §��.�-�, p���–���]

T������� �. [�������� ��� ������ �������]
Soient n1, . . . , nr œ N des entiers distincts. Ces entiers sont premiers entre eux
si et seulement siZ/nZ et

rr
j=1 Z/njZ sont isomorphes, oùn =

rr
j=1 nj . Plus précisément,

l’application „ : kn ‘≠æ (k
ni

)1ÆiÆr est un isomorphisme d’anneaux.

E������ �. Z/4Z n’est pas isomorphe à (Z/2Z)
2.

T��������. L’isomorphisme inverse est donnépar (ki
ni

)1ÆiÆr ‘≠æ
qr

j=1 kjuj
n
nj

n
où l’on

a choisit (uj)1ÆjÆr tels que
qr

j=1 uj
n
nj

= 1.

Soient n, m Ø 2.

A���������� �. Soit a, b œ Z et (S ) le système d’équations
;

x © a mod n
x © b mod m

d’inconnue

x œ Z. Si n · m = 1, alors
• on cherche une relation de B����� un + vm = 1 avec u, v œ Z,
• on a alors une solution particulière deS : x0 = unb + vma,
• les solutions deS sont les (x0 + knm)kœZ.

E������ �. Les solutions de
;

x © 2 mod 3

x © 4 mod 5
sont les (14 + 15k)kœZ.

III. Nombres premiers et équations diophantiennes
Théorème de D�������� (faible) : existence d’un nombre infini de nombres premiers d’une cer-
taine forme

III. A. Réduction [Rom��, §��.�-�, p���–���] [Per��, §�.�, p��–��]

Soit p œ P . On peut regarder l’équation modulo p.
S’il n’y a pas de solution dans Z/pZ, il n’y en a pas non plus sur Z.
Soit p œ P . On note Fp le corps Z/pZ, puis F2

p =
)

x2 | x œ Fp

*
et Fú

p
2

= F
2
p fl F

ú
p.

P���������� �. Si p = 2, alors F2
p = Fp. Sinon, on a

--F2
p

-- =
p+1

2 .

On suppose dans la suite p impair.

L���� �. On a x œ F
ú
p

2 ≈∆ x
p≠1

2 = 1.

E������ �. Dans Z/7Z, 2 est un carré mais par 3.

On aimerait savoir rapidement si un entier adonné est un carrémodulo p, donc savoir six2 © a
mod p admet ou non une solution entière.

D��������� ��. [������� �� L�������]
Soit a œ Z, on appelle symbole de L������� (de amodulo p) l’entier :

3
a

p

4
=

Y
]

[

1 si x2 © a mod p est résoluble et p - a
0 si p | a

≠1 sinon

P���������� ��. On a
1

a
p

2
© a

p≠1
2 mod p pour tout a œ Z.

E������ ��. ≠1 est un carré modulo p si et seulement si p © 1 mod 4. Donc x2
+ 1 = p n’a

pas de solution pour p © 3 mod 4.
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P���������� ��.
1

a
p

2
=

1
a+kp

p

2
pour touta, k œ Z. Onpeutdoncdéfinirx œ Fp ‘≠æ

1
x
p

2
.

C’est l’uniquemorphisme de groupes non trivial de (F
ú
p, ◊) vers ({±1} , ◊).

A���������� ��. Pour a œ Z, le nombre de solutions de x2
= a dans Fp est 1 +

1
a
p

2
.

A���������� ��. Pour a, b œ F
ú
p et c œ Fp, ax2

+ by2
= c admet des solutions dans Fp.

Exemple : x2
+ y2

= pz2 selon p mod 4 [Com��, §��.�, p���]

T������� ��. [��� �� ����������� �����������]
Soient p ”= q des nombres premiers impairs. Alors

1
p
q

2 1
q
p

2
= (≠1)

p≠1
2

q≠1
2 .

P���������� ��. Pour p premier impair, on a
1

2
p

2
= (≠1)

p
2≠1

8 . Ainsi 2 est un carrémodulo
p si et seulement si p © ±1 mod 8.

On peut donc calculer
1

n
p

2
pour tout entier n.

E������ ��.
! 26

307
"

=
! 2

307
" ! 13

307
"

= ≠(≠1)
13≠1

2
307≠1

2
! 307

13
"

= ≠
! 8

13
"

= ≠
! 2

13
" ! 4

13
"

= ≠1
Ainsi 26 n’est pas un carré modulo 307.

x2
+ py = r avec p premier impair er p - r, alors on a une solution si et seulement si

1
q
p

2
= 1

et dans ce cas on a une paramétrisation de l’ensemble des solutions

IV. Équations diophantiennes non linéaires

IV. A. Exemples de résolutions [Com��, §��.�, p���] [FGN��, §�.��, p���]

Solutions de x2
+ y2

= z2

Méthode de descente infinie, exemple de x4
+ y4

= z2 ou z4

Autre exemple [FGN��, §�.��, p���]

T������� ��. [�������� �� S����� G������]
Soit p un nombre premier impair tel que q = 2p + 1 est premier. Alors il n’existe pas de
triplet (x, y, z) œ Z

3 tel que p - xyz et xp
+ yp

+ qp
= 0.

Théorème de F�����

IV. B. L’anneau des entiers de G���� [Per��, §�.�, p��] [Rom��, §�.�.�, p���]

D��������� ��. On note Z[i] = {a + ib | a, b œ Z} l’ensemble des entiers de G����.

P���������� ��. Muni du stathmeN(a + ib) = a2
+ b2,Z[i] est euclidien.

P���������� ��. Z[i]◊ = N≠1
({1}) = {±1, ±i}.

On définit� =
)

n œ N | ÷a, b œ N | n = a2
+ b2*

. On cherche à quelle(s) condition(s) n œ �.

E������ ��. 0, 1, 2, 4, 5, 8, 9, 10 œ �mais pas 3, 6, 7, 11.

L���� ��. � est stable par produit.

L���� ��. Si p œ P , alors p œ � ≈∆ p © 1, 2 mod 4.

T������� ��. [T������� ��� ���� ������ �� F�����]
n œ � si et seulement si pour tout p œ P tel que p | n et p | 3 mod 4, alors 2 | vp(n).

P���������� ��. Les irréductibles deZ[i] sont :
• les p œ P tels que p © 3 mod 4,
• les a + ib tels que a2

+ b2 œ P .
Généralisation : anneaux quadratiques [Duv��, Ch�, p��]
Ouencore théorèmedesquatre carrésdeL������� : tout nombreentier est sommede� carrés.
[Duv��, §�.�, p��] [FGN��, §�.��, p���]
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���������

Q On s’intéresse à y2
= x3 ≠ x et au nombre de points de cette courbe sur Fp. On noteNp le

nombre de solutions. Montrer queNp = p +
q

xœFp

1
x3

≠x
p

2
. CalculerN7. Montrer en fait

que pour p © 3 mod 4, on aNp = p.

R On utilise le fait que card(
)

y2
= a | y œ Fp

*
) = 1 +

1
a
p

2
. On a :

Np =

ÿ

x

card(
)

y2
= x3 ≠ x

*
| y œ Fp) =

ÿ

x

1 +

3
x3 ≠ x

p

4
= p +

ÿ

xœFp

3
x3 ≠ x

p

4

Pour calculer N7, on calcule les
1

x3
≠x
7

2
pour x œ F7, on obtient dans l’ordre pour x =

0, . . . , 6 : 0, 1, ≠1, ≠1, 1, 1, ≠1, d’oùN7 = 7.
Si p © 3 mod 4, on a pour f impaire :

1
f(≠x)

p

2
=

1
≠f(x)

p

2
=

1
≠1
p

2 1
f
p

2
= ≠

1
f(x)

p

2
ce

qui assure que la somme est nulle dans la formule deNp, et ainsiNp = p.
Q Que dire de f : x ≠æ 1+x

1≠x pour x œ Fp \ {1}.
R L’application est-elle injective? si f(x) = f(y), on a (1 + x)(1 ≠ y) = (1 ≠ x)(1 + y) donc

2x = 2y puis x = y si p Ø 3. Supposons p Ø 3. L’application est injective et son image est
Fp privée d’un point :≠1 puisque 1 + x = x ≠ 1 n’a pas de solution.

Q En déduire le nombre de solutions de x2
+ y2

= 1?
R Écrivons x2

= 1 ≠ y2
=

1+y
1≠y (1 ≠ y)

2. Donc :

Np = p +

ÿ

y

3
1 ≠ y2

p

4
= p + 0 +

ÿ

y ”=1

A 1+y
1≠y

p

B
= p +

ÿ

z ”=≠1

3
z

p

4
= p ≠

3
≠1

p

4

�������������
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