EXEMPLES D’EQUATIONS EN ARITHMETIQUE.

Définition d’une équation diophantienne [Com98, §12.7, p273]

I. Equations diophantiennes linéaires [Rom17, §10.4, p288]

Cas de l’équationax = b

PGCD d’une famille d’éléments, algorithme d’EucLIDE, théoreme de BACHET-BEzouT
Lemmes d’EUCLIDE, de GAUSS sur la divisibilité d’un produit

Equation axz + ny = ¢, réécrite ax = ¢ mod n : ensemble des solutions, existence ssia An | b,
dans ce cas une solution particuliere est donnée par 'identité de BEzouT, exemples
Soientn, m > 2.

THEOREME 1. Soita € N* b € Z.Onnoted = aAnetonécrita = da’ etn = dn'. L'équation
ar = b mod n a des solutions entiéres si et seulement sid | b et dans ce cas, sib = §b/, les
solutions sontles b’z +kn' aveck € Z etz estune solution particuliéredea’r =1 mod n'.

Généralisation a > a;z; = b: calcul par récurrence d’une solution

Equivalent du nombre de solutions S,, de Sain;=n [Gou08, §4.4, p249]

Il. Systémes de congruence [Rom17, §10.3-4, p283-290]

THEOREME 2. [THEOREME DES RESTES CHINOIS]
Soient ny,...,n,. € N des entiers distincts. Ces entiers sont premiers entre eux
si et seulementsiZ/nZ et [[;_, Z/n;Zsontisomorphes, oun = []}_, n;. Plus précisément,

l'application ¢ : k,, — (Em)lgigr est un isomorphisme d’anneaux.

EXEMPLE 3. 7Z/47 n’est pas isomorphe a (Z/27)%.

n;

’» -~ . . . ’ 7 r 5 N Ry
THEOREME 4. L’isomorphismeinverse estdonnépar (k; ")i<i<r — 22—1 kju;-= oulon
- - - J
el T [ E—
a choisit (u;)1<j<r telsque 3, ujzt = 1.

Soientn, m > 2.

T =a modn

- d’inconnue
z=b modm

APPLICATION 5. Soita,b € Z et (.) le systeme d’équations {

x € Z.SinAm = 1,alors
e on cherche une relation de BEzouT un + vm = 1 avecu, v € Z,
e on aalors une solution particuliere de . : g = unb + vma,
e lessolutions de.” sont les (zg + knm)kez.

=2 mod 3

=4 mod 5 sont les (14 + 15k)kez.

EXEMPLE 6. Lessolutionsde {

Ill. Nombres premiers et équations diophantiennes

Théoréme de DIRICHLET (faible) : existence d’un nombre infini de nombres premiers d’une cer-
taine forme

1. A.

Soit p € P. On peut regarder ’équation modulo p.
S’iln’y a pas de solution dans Z/pZ, il n’y en a pas non plus sur Z.
Soitp € P.On note F,, le corps Z/pZ, puis F2 = {2? |z € F, } et Fi* = F2 N Fy.

Réduction [Rom17, §13.6-7, p429-436] [Per96, §3.2, p72-76]

P 2 __ H 2| _ pt+1l
I PropPoOSITION 7. Sip = 2, alors ]Fp = I,. Sinon, ona |]Fp| =5

On suppose dans la suite p impair.

I LEMMES. Onax EIE‘;Q :)xp%l =1

EXEMPLE9. DansZ/7Z,2 estun carré mais par 3.

On aimerait savoir rapidement si un entier a donné est un carré modulo p, donc savoirsiz? = a
mod p admet ou non une solution entiere.

DEFINITION 10. [SYMBOLE DE LEGENDRE]
Soit a € Z, on appelle symbole de LEGENDRE (de a modulo p) U'entier :

a 1 siz?=a mod pestrésolubleetpa
() = 0 sipla
p —1 sinon

I PROPOSITION11. Ona (%) =¢"7 mod ppourtouta € Z.

EXEMPLE 12. —1 est un carré modulo p si et seulementsip = 1 mod 4.Doncz? + 1 =pna
pas de solution pour p = 3 mod 4.
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PROPOSITION 13. (9) = (“*’”’)pourtouta k € Z.0n peut donc définirz € F), — ( )

p
C’est l'unique morphisme de groupes non trivial de (IF;,, x) vers ({£1}, x).

APPLICATION 14. Pour a € Z, le nombre de solutions de 22 = @ dans Fpestl+ (%)

APPLICATION 15. Poura,b € F; etc € Fp, az® + by? = c admet des solutions dans FF,.

Exemple : 22 + 32 = pz? selonp mod 4 [Com98, §12.7, p275

THEOREME 16. [LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE]
Soient p # q des nombres premiers impairs. Alors (%) (%) = (—1)1%1%1.

2_
PROPOSITION 17. Pour p premier impair, on a (%) = (-1 *. Ainsi 2 est un carré modulo
psietseulementsip =41 mod 8.

On peut donc calculer ( ) pour tout entier n.

EXEMPLE18. (22) = (307) () =-(n"7 77 () =- () =-
Ainsi 26 n’est pas un carré modulo 3

(f5) (35) =1

22 + py = r avec p premier impair er p { r, alors on a une solution si et seulement si (%) =1
et dans ce cas on a une paramétrisation de ’ensemble des solutions

IV. Equations diophantiennes non linéaires

IV. A.

Solutionsde z2 +¢2 = 2
Méthode de descente infinie, exemple de z* 4 y* = 22 ou z*
Autre exemple [FGNO7, §4.38, p165]

Exemples de résolutions [Com98, §12.7, p273] [FGNO7, §4.39, p167]

2

THEOREME 19. [THEOREME DE SOPHIE GERMAIN]
Soit p un nombre premier impair tel que g = 2p + 1 est premier. Alors il nexiste pas de
triplet (x,vy,2) € Z3 tel que p { xyz et P + yP + qP = 0.

Théoréme de FERMAT

IV.B. L’anneau des entiers de GAuUSS [Per96, §2.3, p50] [Rom17, §9.4.3, p263]

I DEFINITION 20. Onnote Z[i] = {a + ib| a,b € Z} 'ensemble des entiers de GAuss.

I PROPOSITION 21.  Muni du stathme N (a + ib) = a? + b, Z]i] est euclidien.

I PROPOSITION 22. Z[i]* = N71({1}) = {£1, +i}.
On définit ¥ = {n € N|3a,b € N|n = a® + b*}. On cherche a quelle(s) condition(s) n € X.

EXeEMPLE 23. 0,1,2,4,5,8,9,10 € ¥ maispas 3,6,7,11.

I LEMME 24. X eststable par produit.
I LEMME 25. Sip € P,alorsp € ¥ <= p=1,2 mod 4.

THEOREME 26. [THEOREME DES DEUX CARRES DE FERMAT]
n € X siet seulement si pour toutp € P telquep | netp |3 mod 4, alors 2 | v,(n).

PROPOSITION 27. Les irréductibles de Z[i] sont :
e lesp € Ptelsquep =3 mod 4,
o lesa + ibtels que a® + b € P.

Généralisation : anneaux quadratiques [Duv07, Ch5, p4T]
Ou encore théoréme des quatre carrés de LAGRANGE : tout nombre entier est somme de 4 carrés.
[Duv07, §6.6, p73] [FGNO7, §4.36, p162]
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QUESTIONS

Q Ons’intéresse a y*> = 2 — x et au nombre de points de cette courbe sur F,,. On note N, le
nombre de solutions. Montrer que N = p+ >, e (””3;1). Calculer N7. Montrer en fait
que pourp =3 mod 4,ona N, = p.

R On utilise le fait que card({y? = a|y € F,}) =1 + ( ) Ona:

a
p

Np:%:card({f:ﬁ—x} |y€Fp)—%:1+($3—x> =p+ Y (x?’p—x>

p z€eF,

Pour calculer N7, on calcule les (md%) pour x € Fr, on obtient dans l'ordre pour x =
0,...,6:0,1,—1,—1,1,1,—1,d’ot Ny = 7.

Sip =3 mod 4, on a pour f impaire : (f(;”)) = (_fp(“')) = (‘71) (%) = — (%) ce
qui assure que la somme est nulle dans la formule de N, et ainsi N, = p.

Q Quedirede f : z — 1L pourz € F,, \ {1}.

R Lapplication est-elle injective? si f(z) = f(y),ona (1 +2)(1 —y) = (1 — z)(1 + y) donc
2x = 2y puisx = y sip > 3. Supposons p > 3. L'application est injective et son image est
IF,, privée d’un point: —1 puisque 1 + = = = — 1 n’a pas de solution.

Q En déduire le nombre de solutions de 22 + 3% = 1?

R Ecrivons 2% = 1 —y? = {*2(1 — ). Donc:

5o E(5E) =g (8) = £ () - ()

y#1 z#—1
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