
��� EXTENSIONS DE CORPS. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Généralités sur les extensions de corps
[Per��, §III, p��] [Cog��, §�.�, p��–��]

On ne considère que des corps commutatifs.

D��������� �. [��������� �� �����, �����]
SoientK et L deux corps tels queK µ L. On dit que L est une extension de corps deK.
L est alors un K-e.v.. Lorsque dim(L) est fini, on note [L : K] = dim(L) et on l’appelle le
degré de L surK. On dit alors que l’extension est finie.

E������ �. R µ C,Q µ Q(i).

Une extension de corps est un espace vectoriel sur le corps de base. On note [L : K] le degré de
cet espace vectoriel (éventuellement infini). Exemples

T������� �. [�������� �� �� ���� ������������]
Soient K,L,M des corps, (ei)iœI une base de L sur K, (fj)jœJ une base deM sur L. Alors
(eifj)(i,j)œI◊J est une base deM surK. En particulier, lorsque deux des degrés d’extensions
sont finis, le troisième aussi et on a [M : K] = [M : L][L : K].

Sous-corps contenant une partie. Exemple

D��������� �. [������� ����������, ������������]
SoitL une extension deK, soit – œ L. Soit „ : K[T ] ≠æ L le morphisme d’anneaux tel que
„|K = id et „(T ) = –.
Si „ est injectif, on dit que – est transcendant sur K. Sinon, – œ L est algébrique sur K et
P œ K[X] unitaire tel que ker(„) = (P ). P est appelé polynômeminimal de –.

E������ �.
Ô

2, i sont algébriques surQ. e et fi sont transcendants surQ.

T������� �. [��������������� �’�� ����������]
SoitL une extension deK. Pour– œ L, on a :

– est algébrique surK ≈∆ K[–] = K(–) ≈∆ dim(K[–]) < +Œ

T������� �. Pour tout entier n œ N et toute famille p1, . . . , pn d’entiers supérieurs ou
égaux à �, tous sans facteur carré, et premiers deux à deux, on a :

[Q[{Ô
pi}1ÆiÆn] : Q] = 2

n

Dans le cas transcendant, isomorphismeK[–] ƒ K[X] etK(–) ƒ K(X)

Extension algébrique
Lorsque [L : K] < +Œ, l’extension est algébrique

II. Extensions de corps et polynômes [Per��, §III.�.c, p��]

II. A. Corps de rupture
Corps de rupture d’un polynôme irréductible
Il existe un unique corps de rupture à isomorphisme près.
Exemple deC, deQ[

Ô
2]

Degré du corps de rupture

II. B. Corps de décomposition
Corps de décomposition
Existence et unicité à isomorphisme près
Exemple deQ(i,

Ô
2)

Théorème de l’élément primitif

II. C. Clôture algébrique
Corps algébriquement clos. Formulations équivalentes
Théorème de �’A�������-G���� [Rom��, p���]
Application : toute matrice deMn(C) est trigonalisable
Polynôme ne s’annulant pas sur un corps finiæ tout corps fini n’est pas algébriquement clos
Clôture algébrique
Tout corps admet une clôture algébrique unique à isomorphisme près

III. Applications

III. A. Irréductibilité de polynômes et réduction
[Per��, §�.�-�.�, p��–��] [Rom��, §��.��.�, p���–���]

SoitA un anneau factoriel. On noteK = Frac(A)

P���������� �. Un polynôme de degré supérieur ou égal à 1 est irréductible dans A[X]

si et seulement si il est de contenu 1 et irréductible dansK[X].

P���������� �. [������� �’E���������]
Soit P =

qn
i=0 aiXi œ A[X]. Soit p œ A premier. Si p - an, ’i < n, p | ai et p2

- a0, alors P
est irréductible dansFrac(A)[X].
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E������ ��. Si m œ Z a un facteur premier sans carré alors Xn ≠ m est irréductible dans
Z[X] pour tout n œ N.

P���������� ��. Soit I un idéal premier deA etB = A/I . SoitP =
qr

i=0 aiXi œ A[X] et
P la réduction deP modulo I . Si an dansB, et siP est irréductible surB ouFrac(B), alorsP
est irréductible surK.

Que l’on reformule dans le casA = Z, I = (p),B = Fp :

P���������� ��. Soit p œ P et P =
qr

i=0 aiXi œ Z[X]. Soit P la réduction de P modulo
p. Si p - an et siP est irréductible dans Fp[X], alorsP est irréductible dansQ[X].

E������ ��. X3
+462X2

+2433X≠67691est irréductibledansZ[X], tout commeXp≠X≠1

pour tout p œ P .

Liens entre irréductibilité et degré des extensions [Per��, p��–��]

III. B. Cyclotomie [Per��, §�.�, p��] [Rom��, §��.��.�, p���]

Soit n œ N
ú.

D��������� ��. [��������� �������������]
On définit le n-ième polynôme cyclotomique�n œ Cn[X] par�n(X) =

r
’œU◊

n

(X ≠ ’).

P���������� ��.
(i) �n est unitaire de degréÏ(n) = card({k œ [1, n] | k · n = 1}).
(ii) Xn ≠ 1 =

r
d|n �d. En particulier, si n est premier :�n = Xn ≠ 1.

C��������� ��.
• On en déduit la fameuse formule „(n) =

q
d | n „(d).

• Pour n Ø 2,
q

ÊœUn
Ê = 0.

P���������� ��. �n œ Z[X].

T������� ��. �n est irréductible surZ et donc surQ.

C��������� ��. On a [Q[e2ifi/n
] : Q] = Ï(n).

������
Schémas d’extensions de corps avec leur degré.

�������������
[Cog��] M. C����� : Algèbre linéaire. Bréal, ����.

[Per��] D. P����� : Cours d’algèbre. Ellipses, ����.

[Rom��] J.-E. R������� : Mathématiques pour l’agrégation : Algèbre et géométrie. De Boeck,
����.

ÉNS Paris-Saclay – ����/���� Antoine B������ – https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/ Page �� sur ���

https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

	I Leçons de Mathématiques Générales
	Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.
	Groupe des nombres complexes de module 1. Sous-groupes des racines de l'unité. Applications. 
	Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications. 
	Groupes finis. Exemples et applications. 
	Groupe des permutations d'un ensemble fini. Applications. 
	Groupe linéaire d'un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de `39`42`"613A``45`47`"603AGL(E). Applications. 
	Représentations et caractères d'un groupe fini sur un C-espace vectoriel. Exemples. 
	Exemples de parties génératrices d'un groupe. Applications. 
	Structure et dualité des groupes abéliens finis. Applications. 
	Anneaux Z/nZ. Applications. 
	Nombre premiers. Applications. 
	Anneaux principaux. Applications. 
	Corps finis. Applications. 
	Extensions de corps. Exemples et applications. 
	Exemples d'équations en arithmétique. 
	Polynômes irréductibles à une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applications. 
	`39`42`"613A``45`47`"603APGCD et `39`42`"613A``45`47`"603APPCM, algorithmes de calcul. Applications. 
	Racines d'un polynôme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et applications. 
	Exemples d'actions de groupes sur les espaces de matrices. 
	Dimension d'un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang. Exemples et applications. 
	Déterminant. Exemples et applications. 
	Polynômes d'endomorphisme en dimension finie. Réduction. Applications.
	Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d'endomorphismes d'un espace vectoriel de dimension finie. Applications. 
	Endomorphismes diagonalisables en dimension finie. 
	Exponentielle de matrices. Applications. 
	Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents. 
	Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes. 
	Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications. 
	Endomorphismes remarquables d'un espace vectoriel euclidien (de dimension finie). 
	Distances et isométries d'un espace affine euclidien. 
	Systèmes d'équations linéaires ; opérations élémentaires, aspects algorithmiques et conséquences théoriques. 
	Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthogonalité, isotropie. Applications. 
	Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et applications. 
	Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie, convexité. Applications. 
	Applications des nombres complexes à la géométrie. 
	Utilisation des groupes en géométrie. 
	Méthodes combinatoires, problèmes de dénombrement. 

	II Leçons d'Analyse et de Probabilités
	Espaces de fonctions. Exemples et applications. 
	Exemples de parties denses et applications. 
	Utilisation de la notion de compacité. 
	Connexité. Exemples et applications. 
	Espaces complets. Exemples et applications. 
	Prolongement de fonctions. Exemples et applications. 
	Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples. 
	Approximation d'une fonction par des polynômes et des polynômes trigonométriques. Exemples et applications. 
	Espaces de Hilbert. Bases hilbertiennes. Exemples et applications. 
	Théorème d'inversion locale, théorème des fonctions implicites. Exemples et applications en analyse et en géométrie. 
	Applications différentiables définies sur un ouvert de Rn. Exemples et applications. 
	Extremums : existence, caractérisation, recherche. Exemples et applications. 
	Équations différentielles X' = f(t, X). Exemples d'étude des solutions en dimension 1 et 2. 
	Équations différentielles linéaires. Systèmes d'équations différentielles linéaires. Exemples et applications. 
	Exemples d'équations aux dérivées partielles linéaires. 
	Suites numériques. Convergences, valeurs d'adhérence. Exemples et applications. 
	Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions. 
	Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence un+1 = f(un). Exemples. Applications à la résolution approchée d'équations. 
	Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d'une variable réelle. Exemples et applications. 
	Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications. 
	Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes partielles des séries numériques. Exemples. 
	Analyse numérique matricielle : résolution approchée de systèmes linéaires, recherche de vecteurs propres, exemples. 
	Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrables. 
	Problèmes d'interversion de limites et d'intégrales. 
	Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d'intégrales de fonctions d'une ou plusieurs variables. 
	Fonctions définies par une intégrale dépendant d'un paramètre. Exemples et applications. 
	Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples. 
	Convergence des séries entières, propriétés de la somme. Exemples et applications. 
	Fonctions holomorphes sur un ouvert de C. Exemples et applications. 
	Séries de Fourier. Exemples et applications. 
	Transformation de Fourier. Applications. 
	Utilisation de la notion de convexité en analyse. 
	Espérance, variance et moments d'une variable aléatoire. 
	Loi d'une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications. 
	Convergences d'une suite de variables aléatoires. Théorèmes limite. Exemples et applications. 
	Variables aléatoires discrètes. Exemples et applications. 
	Exemples d'études et d'applications de fonctions usuelles et spéciales. 

	Bibliographie

