125/ EXTENSIONS DE CORPS. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Généralités sur les extensions de corps
[Per96, §lI1, p65] [Cog00, §2.1, p60-62]

On ne considére que des corps commutatifs.

DEFINITION 1. [EXTENSION DE CORPS, DEGRE]

Soient K et IL deux corps tels que K C L. On dit que LL est une extension de corps de K.

LL est alors un K-e.v.. Lorsque dim(IL) est fini, on note [L : K] = dim(IL) et on 'appelle le
degré de L sur K. On dit alors que l’extension est finie.

ExeMPLE2. R C C,Q C Q(4).

Une extension de corps est un espace vectoriel sur le corps de base. On note [L : K] le degré de
cet espace vectoriel (éventuellement infini). Exemples

THEOREME 3. [THEOREME DE LA BASE TELESCOPIQUE]

Soient K, L, M des corps, (e;)icr une base de L sur K, (f;);cs une base de M sur L. Alors
(eifj),j)erx s estune base de M sur K. En particulier, lorsque deux des degrés d’extensions
sont finis, le troisieme aussietona [M : K| = [M : L][L : K].

Sous-corps contenant une partie. Exemple

DEFINITION 4. [ELEMENT ALGEBRIQUE, TRANSCENDANT]
Soit L une extension de K, soit a € L. Soit ¢ : K[T] — L le morphisme d’anneaux tel que

ok =ideto(T) = o
Si ¢ est injectif, on dit que « est transcendant sur K. Sinon, « € L est algébrique sur K et
P € K[X] unitaire tel que ker(¢) = (P). P est appelé polyndme minimal de a.

EXEMPLE 5. /2,7 sont algébriques sur Q. e et 7 sont transcendants sur Q.

THEOREME 6. [CARACTERISATION D’UN ALGEBRIQUE]
Soit L une extensionde K. Poura € ,ona:

aestalgébrique surK < K[a| = K(a) < dim(Kla]) < +o0

THEOREME 7. Pour tout entier n € N et toute famille py, . . . , p,, d’entiers supérieurs ou
égaux a 2, tous sans facteur carré, et premiers deux a deux, ona:

[Q{/Piti<i<n] : Q] =27

Dans le cas transcendant, isomorphisme K[a] ~ K[X] et K(a) ~ K(X)
Extension algébrique
Lorsque [L : K] < 400, l'extension est algébrique

.
Il.A. Corps de rupture

Extensions de corps et polynomes [Per96, §liL.1.c, p70]

Corps de rupture d’un polynéme irréductible

Il existe un unique corps de rupture a isomorphisme prés.
Exemple de C, de Q[v/2]

Degré du corps de rupture

Corps de décomposition

Existence et unicité a isomorphisme pres
Exemple de Q(i, v/2)

Théoreme de élément primitif

Corps de décomposition

1. C.

Corps algébriquement clos. Formulations équivalentes
Théoréme de D’ALEMBERT-GAUSS

Application : toute matrice de M,,(C) est trigonalisable
Polynéme ne s’annulant pas sur un corps fini — tout corps fini n’est pas algébriquement clos
Cloture algébrique

Tout corps admet une cléture algébrique unique a isomorphisme prés

Cloture algébrique

[Rom17, p378]

1. A.

Applications

Irréductibilité de polynomes et réduction
[Per96, §3.3-3.4, p76-85] [Rom17, §12.11.4, p381-383]

Soit A un anneau factoriel. On note K = Frac(A)

ProPoOSITION 8. Un polynéme de degré supérieur ou égal a 1 est irréductible dans A[X]|
si et seulement si il est de contenu 1 et irréductible dans K[ X].

PROPOSITION 9. [CRITERE D’EISENSTEIN]
Soit P =" ja; X" € A[X]. Soitp € Apremier.Sipt an, Vi < n,p | a; etp*{ ay, alors P
estirréductible dans Frac(A)[X].
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EXEMPLE 10. Sim € Z a un facteur premier sans carré alors X™ — m est irréductible dans
Z[X] pourtoutn € N.

PROPOSITION 1. Soit I un idéal premierde Aet B = A/I.Soit P = %" a; X" € A[X]et
P la réduction de P modulo I. Sia,, dans B, et si P est irréductible sur B ou Frac(B), alors P
estirréductible sur K.

Que lonreformuledanslecas A =7Z,1 = (p), B=TF,:

PROPOSITION 12. Soitp € PetP =Y.' a; X" € Z[X]. Soit P la réduction de P modulo
p. Siptay etsi Pestirréductible dans F),[ X, alors P est irréductible dans Q[ X].

EXEMPLE13. X3+462X2+42433X —67691 estirréductible dans Z[ X ], tout comme X7 — X —1
pourtoutp € P.

Liens entre irréductibilité et degré des extensions [Per96, p78-79]

lll. B. Cyclotomie
Soitn € N*,

[Per96, §3.4, p80] [Rom17, §12.11.5, p383]

DEFINITION 14. [POLYNOMES CYCLOTOMIQUES]
On définit le n-ieme polynéme cyclotomique ®,, € C,,[X] par @, (X) = []ocpx (X — Q).

PROPOSITION 15.
(i) @, estunitaire de degré o(n) = card({k € [1,n] |k An =1}).
(i) X" —-1= Hdm ® 4. En particulier, sin est premier: ®, = X" — 1.

COROLLAIRE 16.
e Onen déduitla fameuse formule ¢(n) = 3=, ¢(d).
e Pourn>27% .y w=0.

I ProPoOSITION17. @, € Z[X].
I THEOREME 18. ®,, estirréductible sur Z et donc sur Q.

I COROLLAIRE19. Ona [Q[e™/"] : Q] = ¢(n).

ANNEXE

Schémas d’extensions de corps avec leur degré.
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