ANNEAUX Z/nZ. APPLICATIONS.

Soitn € N*. On désigne par P ’ensemble des nombres premiers.

I. StructuredeZ/nZ

I.A. Legroupe (Z/nZ,+)

[Rom17, §1.4-5/1.9/10.1, p13-19/27/277] [Per96, §1.1/1.7, p10/24]

DEFINITION 1. Deuxentiers z, y sont dis congrus modulo n siz —y € nZ. C’est une relation
d’équivalence sur Z. On note T la classe de z et Z/nZ = {0,...,n — 1}.

I PROPOSITION 2. (Z/nZ,+) est un groupe cyclique a n éléments engendré par 1.

APPLICATION 3. Tout groupe cyclique a n éléments est isomorphe a Z/nZ.

EXEMPLE4. U, ~ Z/nZ: considérer Z/nZ — U, k —s e2*7/7,

I PROPOSITION 5. Lordredek € Z/nZ est 2.

I COROLLAIRE 6. (Z/nZ, +) estengendré par les k tels que k An = 1.

EXEMPLE7. 7/8Z estengendréparl,3,5et7.

DEFINITION 8. [INDICATRICE D’EULER]
Pourn > 2, on définit ¢ (n) le nombre de générateurs de (Z/nZ, +).

EXEMPLE 9. Pourp € P,ona p(p®) = p%(p — 1) pour a € N*,

PROPOSITION 10. [SOUS-GROUPES DE Z/nZ] B
Pour d | n, il existe un unique sous-groupe de Z/nZ d’ordre d, engendré par % et formé des
éléments dont l'ordre divise d.

I ProPosITION 11. Sid | n, Z/nZ contient ©(d) éléments d’ordre d.

APPLICATION12. n =}, ¢(d)

THEOREME 13. [STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS FINIS]
Soit G un groupe abélien fini. Alors il existe r > let2 < dy | --- | d, uniques tels que
G~ H::l Z/dzZ

EXEMPLE 14. Les groupes abéliens d’ordre 24 sont isomorphes a Z /247, 7./127. x 7./27 et
Z/67 x (Z/2Z)2.

I.B. Lanneau (Z/nZ,+, X) [Rom17, §10.1-3, p277-288] [Per96, §1.7, p24-28]

I PROPOSITION 15. Les idéaux de Z sont les (k7Z)ken.

DEFINITION 16. Lensemble des classes modulo n est muni d’une structure d’anneau : on
définit 'anneau commutatif (Z/nZ, +, x).

I REMARQUE 17.  Les idéaux de l'anneau Z/nZ sont les sous-groupes du groupe Z/nZ.

APPLICATION 18. Soit A un anneau commutatif unitaire. Il existe un unique entier positif, ap-
pelé caractéristique de A, noté car(A), tel que le sous-anneau premier de A est isomorphe a
Z] car(A)Z.

PROPOSITION 19.  Les inversibles de (Z/nZ,+, x) sont les k tels que k A n = 1. lls forment
un groupe a ¢(n) éléments.

APPLICATION 20. On alisomorphisme (Aut(Z/nZ), o) ~ ((Z/nZ)*, x).

PROPOSITION 21. Z/nZ estintégre si et seulement si c’est un corps si et seulement sin € P.
[Rom17, §11.5, p324-327]

THEOREME 22. [THEOREME CHINOIS]
Sin,m > 1, alors on a lisomorphisme d’anneaux Z/nmZ =~
sietseulementsin Am = 1.

Z/mZ x Z/nZ

I COROLLAIRE 23. Sin = H:le%’”, alors (Z/nZ)* ~ [1._,(Z/p{"Z)* et on en déduit
p(n) =TIliey o) = [Tz i (pi = 1)

I THEOREME 24. Sip € P, ((Z/pZ)*, x) est cyclique.
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1.
I1. A.

Application a Parithmétique dans Z
Tests de primalité [Rom17, §10.2/11.5-6, p280-282/324-329] [Gou09, §1.4, p34-37]

I THEOREME 25. [THEOREME D’EULER] Soita € Z premier avec n. Alors a¥™ =1 mod n.

THEOREME 26. [PETIT THEOREME DE FERMAT]
Soitp € Peta € Ztelsquepta.Alorsa?~* =1 mod p.

REMARQUE 27. La réciproque est fausse! Par exemple avec 561. En revanche, pour tout
a € Z,onaa? =1 mod p.

DEFINITION 28. [NOMRE DE CARMICHAEL]
Unentiern > 1 non premier est de CARMICHAELSIVa € Z,aAn =1 = a""' =1 mod n.

I PROPOSITION 29. Un nombre de CARMICHAEL est impair et sans facteur carré.

APPLICATION 30. [ALGORITHME RSA]
Alice veut envoyer un message privé a Bob.

e Bob choisit deux entiers premiers distincts p, g € P et pose n = pq, puis il choisit ensuite
dye € Ztelsquede =1 mod p(n) (onap(n) = (p — 1)(¢ — 1) etil suffit de trouver d
premier a o(n) et son inverse).

e Bob diffuse la clé publique (n, d) a tout le monde et converse la clé secréete (n, e).

e Pour envoyer son message m mod n, Alice envoie le message chiffré M = m? mod n.
e Bob déchiffre le message m = M¢ mod n d’aprés le théoréme d’EULER.

Le succes de cet algorithme réside dans la difficulté de factorisation d’un entier.

I THEOREME 31. [THEOREME DE WILSON] Sin > 2,0onan € P <= (n—1)! = -1 mod n.

Soientn, m > 2.

Equations arithmétiques [Rom17, §10.3-4, p283-290]

THEOREME 32. Soita € N*b € Z.Onnoted = a Anetonécrita = da’ etn = on'.
Léquation ax = b mod n a des solutions entiéres si et seulement sié | b et dans ce cas, si
b = &b/, les solutions sont les b/x(, + kn’ avec k € Z et x|, est une solution particuliére de
a'x=1 mod n'

THEOREME 33. Dans le Théoréme 22, isomorphisme est donné par ) : a mod nm — (a
mod n,a mod m) de réciproque )= : (a mod n,b mod m) — unb + vma mod nm
ou l'on a choisitu,v € Ztels que un + vm = 1.

z=a modn

d’inconnue
z=b mod m

APPLICATION 34. Soita,b € Z et (.) le systéme d’équations {

xr €Z.SinANm =1,alors
e on cherche une relation de BEzouT un + vm = 1 avecu, v € Z,
e on aalors une solution particuliére de . : zg = unb + vma,
e les solutions de .7 sont les (z¢ + knm)iez.

=2 mod3

=4 mod s SOt les (14 + 15k)kez.

EXEMPLE 35. Les solutions de {

IIl.C. Résidus quadratiques modulo p

[Rom17, §13.6-7, p429-436] [Per96, §3.2, p72-76]
Soitp € P.On note F,, le corps Z/pZ, puis F2 = {2? |z € F, } et Fi* = F2 N Fy.

pt1

I PROPOSITION 36. Sip =2, alors F2 = F,,. Sinon, on a |F2| = 232

APPLICATION 37.  Poura,b € F} etc € F), az® + by®> = c admet des solutions dans F,.

On suppose dans la suite p impair.

p—1

ILEMME38. OnaerF;Q@x 7 =1

EXEMPLE 39. DansZ/7Z,2 est un carré mais par 3.

On aimerait savoir rapidement si un entier a donné est un carré modulo p, donc savoirsiz? = a
mod p admet ou non une solution entiére.

DEFINITION 40. [SYMBOLE DE LEGENDRE]
Soit a € Z, on appelle symbole de LEGENDRE (de a modulo p) entier :

(@)1 o

I PROPOSITION 41. Ona ( ) =a"> mod ppourtouta € Z.

siz? =a mod pestrésolubleetpta
sip|a
sinon

a
p
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EXEMPLE 42. —1 estun carré modulo p si et seulementsip =1 mod 4.

PROPOSITION 43. (%) = (“J;#) pourtouta, k € Z.0n peutdonc définir € F,, — (%)
C’est l'unique morphisme de groupes non trivial de (IF;,, x ) vers ({£1}, x).

REMARQUE 44. Pour a € Z, le nombre de solutions de 2z = a dansF,, est 1 + (%)

THEOREME 45. [LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE]
Soient p # q des nombres premiers impairs. Alors (%) (%) =(-1)"7= z.

p2

PROPOSITION 46. Pour p premierimpair, on a ( ) =(-1) . Ainsi 2 est un carré modulo

2
p

psietseulementsip =+1 mod 8.

On peut donc calculer (%) pour tout entier n.

EXEMPLE 47. () = () () =—(-0"F "5 () = - (#%) =~ (&) () = 1

Ainsi 26 n’est pas un carré modulo 307.

ll. Applications aux polyndmes et a la théorie des corps

Il A.  Irréductibilité dans Z[ X ] et Q[ X], réduction modulo p

[Rom17, §12.11.4, p381-383] [Per96, §3.3-3.4, p76-85] [FGNO7, §5.16, p188-190]

PROPOSITION 48. Un polynéme de degré supérieur ou égal a 1 est irréductible dans Z[ X |
si et seulement si il est de contenu 1 et irréductible dans Q[ X].

PROPOSITION 49. [CRITERE D’EISENSTEIN]
Soit P = % _,a; X" € Z[X]. Soitp € P.Sipt a,, Vi < r,p | a;etp? { ao, alors P est
irréductible dans Q[ X].

EXEMPLE 50. Sim € Z a un facteur premier sans carré alors X" — m est irréductible dans
Z[X] pourtoutn € N.

PROPOSITION 51. Soitp € PetP = Y7 a; X" € Z[X]. Soit P la réduction de P modulo
p. Siptay etsi Pestirréductible dans F),[ X ], alors P est irréductible dans Q[ X].

EXEMPLE52. X°-+462X2+2433X —67691 estirréductible dans Z[ X], tout comme X?— X —1
pour toutp € P.

DEFINITION 53. [POLYNOMES CYCLOTOMIQUES]
On définit le n-ieme polyndme cyclotomique ®,, € C,,[X] par ®,,(X) = [[;cpx (X — 0.

I PROPOSITION 54. &, € Z[X].
I THEOREME 55. ®,, estirréductible sur Z et donc sur Q.

I COROLLAIRE 56. Ona [Q[e?™/"] : Q] = ¢(n).

lll. B. Corps finis [Per96, §3.2, p72-76] [Rom17, Ch13, p415]
I ProPosITION 57. SiK est un corps fini, sa caractéristique est un nombre premier p € P et

son sous-corps premier est isomorphe a F,,.

COROLLAIRE 58.  Si K est un corps fini, alors K est un F,-espace vectorieloti p = car(K), de
cardinal p" ot n = dimg, (K). De plus, tout sous-corps de K est de cardinal p* pourund | n
et réciproquement pour tout d | n il existe un unique sous-corps de K de cardinal p?.

THEOREME 59. [l existe un corps fini a g = p™ éléments pour tout p € P,n € N*. [l s’agit du
corps de décomposition de X1 — X sur F, ou de tout autre polynéme irréductible de F,,. Ce
corps est unique a isomorphisme pres.

EXEMPLE 60. [F>[X]/(X?+ X + 1) estun corps a 4 éléments de caractéristique 2.

COROLLAIRE 61.  Tout corps de rupture d’un polynéme P irréductible sur F,,[ X est un corps
de décomposition de P sur IF,,.
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SPEECH

Lorsque l'on fait de l'arithmétique dans Z, on s’intéresse rapidement a l'arithmétique modu-
laire, C’est-a-dire le reste d’un nombre modulo n. La puissance de l'arithmétique modulaire
provient surtout des différentes structures de Z/nZ, naturellement héritées de la structure de
Z.

Dans la premiere partie, on quotiente Z par nZ. Tout groupe cyclique est de ce type, et on
connait précisément ses générateurs. En ajoutant la multiplication, on obtient une structure
d’anneau. On peut alors déterminer les inversibles de Z/nZ, ce qui set par exemple pour les
équations arithmétiques. Le cas particulier des corps (n premier) et le théoréme chinois sont
des résultats tres utiles.

Ensuite, on s’intéresse a arithmétique dans Z, avec le théoréme de FERMAT, dont la réciproque
est fausse et les contre-exemples sont les nombres de CARMICHAEL. Les applications en crypto-
graphie sont importantes comme par exemple l'algorithme RSA, mais. De nombreux résultats
sur les équations diophantiennes découlent également de notre étude. Enfin le cas particulier
des corps meéne a la loi de réciprocité quadratique afin de savoir rapidement si un nombre est
un carré ou non dans Z /pZ.

Enfin, ’étude de Z/nZ améne des avancées dans d’autres domaines de l’algebre, notamment
des résultats d’irréductibilité de polyndmes et la construction de tous les corps finis a partir
d’un polynéme a coefficients dans Z/pZ.

COMMENTAIRES

Pour les tests de primalité et les algorithmes de chiffrement, voir aussi [Zé17].
Il faut connaitre :

e les morphismes de groupes de Z/nZ dans Z/mZ s’identifient au groupe Z/(n A m)Z. Si
m | n le seul morphisme d’anneaux de Z/nZ dans Z/mZ est k,, — k,,. Sinon, il n’y a
aucun morphisme,

e lesdiviseurs de 0 de l'anneau (Z/nZ, +, x) sont les k avec k A n = 1. Les éléments nilpo-
tents forment 'idéal de Z/nZ engendré parpy . .. p, oun = p{* ... por,

e savoir ce que devient le théoréme chinois si n et m ne sont plus premiers entre eux,

e savoir que la réciproque du théoréme de réduction modulo p pour les polynomes de Z[ X |
est vraie : voir pour X* + 1 dans [Per96].

QUESTIONS

Q Démontrer la proposition 7.

Q Quel est l'ordre maximal d’un élément de (Z/nZ x Z/mZ,+)?

R PPCM(m,n).

Q Quelle est la caractéristique de Z/aZ x 7/bZ pour a,b € N? Etde [ [, o Z/kZ?
R PPCM(a, b) puis 0, bien que [ ], .. Z/kZ « contienne » tous les Z/n’Z.

Q Expliciter 'isomorphisme du théoreme chinois.

Q Résoudrex <=1 mod 3,z =4 mod etz =0 mod 7.

R Ontrouve une relation de BEZouT (3+5— 7 = 1) ou on résout deux systemes puis on ajoute
le troisiéme.

Q Quels sont les nilpotents de Z/nZ?

R Ecrivons n = [[i_,p{. Sim € [[;_,pZ, alors m est nilpotent d’ordre au plus
maxi <;<, ;. Réciproquement si m est nilpotent alors pour tout1 < i < r,onap; | m.
Attention : étre nilpotent ne signifie pas étre non inversible! Par exemple 2 dans Z/6Z n’est
ni nilpotent, ni inversible.

Q Condition nécessaire pour que P € Z/nZ[X| soit inversible?

Q Soitn > 2 et e premier avec p(n). Montrer que Z/nZ* — Z/nZ*,x —> xz° est une
bijection, et exhiber la réciproque (voir l'algorithme RSA).

Q Soient p,g premiers impairs, ¥ (Z/pqZ)*
{x € (Z/pqZ)* |1 < z < Bl }. Déterminer Im(E).

— (Z/pZ)* x (Z/qZ)* et E =
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