
��� ANNEAUX Z/nZ. APPLICATIONS.

Soit n œ N
ú. On désigne parP l’ensemble des nombres premiers.

I. Structure de Z/nZ

I. A. Le groupe (Z/nZ, +)
[Rom��, §�.�-�/�.�/��.�, p��–��/��/���] [Per��, §�.�/�.�, p��/��]

D��������� �. Deux entiersx, y sont dis congrusmodulon six≠y œ nZ. C’est une relation
d’équivalence sur Z. On note x la classe de x et Z/nZ =

)
0, . . . , n ≠ 1

*
.

P���������� �. (Z/nZ, +) est un groupe cyclique à n éléments engendré par 1.

A���������� �. Tout groupe cyclique à n éléments est isomorphe à Z/nZ.

E������ �. Un ƒ Z/nZ : considérer Z/nZ ≠æ Un, k ‘≠æ e
2ikfi/n.

P���������� �. L’ordre de k œ Z/nZ est n
k·n .

C��������� �. (Z/nZ, +) est engendré par les k tels que k · n = 1.

E������ �. Z/8Z est engendré par 1, 3, 5 et 7.

D��������� �. [����������� �’E����]
Pour n Ø 2, on définit Ï(n) le nombre de générateurs de (Z/nZ, +).

E������ �. Pour p œ P , on a Ï(p–
) = p–

(p ≠ 1) pour – œ N
ú.

P���������� ��. [����-������� �� Z/nZ]
Pour d | n, il existe un unique sous-groupe de Z/nZ d’ordre d, engendré par n

d et formé des
éléments dont l’ordre divise d.

P���������� ��. Si d | n,Z/nZ contientÏ(d) éléments d’ordre d.

A���������� ��. n =
q

d|n Ï(d)

T������� ��. [��������� ��� ������� �������� �����]
Soit G un groupe abélien fini. Alors il existe r Ø 1 et 2 Æ d1 | · · · | dr uniques tels que
G ƒ

rr
i=1 Z/diZ.

E������ ��. Les groupes abéliens d’ordre 24 sont isomorphes à Z/24Z,Z/12Z ◊ Z/2Z et
Z/6Z ◊ (Z/2Z)

2.

I. B. L’anneau (Z/nZ, +, ◊) [Rom��, §��.�-�, p���–���] [Per��, §�.�, p��–��]

P���������� ��. Les idéaux deZ sont les (kZ)kœN.

D��������� ��. L’ensemble des classes modulo n est muni d’une structure d’anneau : on
définit l’anneau commutatif (Z/nZ, +, ◊).

R������� ��. Les idéaux de l’anneau Z/nZ sont les sous-groupes du groupe Z/nZ.

A���������� ��. SoitA un anneau commutatif unitaire. Il existe un unique entier positif, ap-
pelé caractéristique de A, noté car(A), tel que le sous-anneau premier de A est isomorphe à
Z/ car(A)Z.

P���������� ��. Les inversibles de (Z/nZ, +, ◊) sont les k tels que k · n = 1. Ils forment
un groupe àÏ(n) éléments.

A���������� ��. On a l’isomorphisme (Aut(Z/nZ), ¶) ƒ ((Z/nZ)
◊, ◊).

P���������� ��. Z/nZ est intègre si et seulement si c’est un corps si et seulement si n œ P .
[Rom��, §��.�, p���–���]

T������� ��. [�������� �������]
Si n, m Ø 1, alors on a l’isomorphisme d’anneaux Z/nmZ ƒ Z/mZ ◊ Z/nZ
si et seulement si n · m = 1.

C��������� ��. Si n =
rr

i=1 p–i

i , alors (Z/nZ)
◊ ƒ

rr
i=1(Z/p–i

i Z)
◊ et on en déduit

Ï(n) =
rr

i=1 Ï(p–i

i ) =
rr

i=1 p–i≠1
i (pi ≠ 1).

T������� ��. Si p œ P , ((Z/pZ)
◊, ◊) est cyclique.
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II. Application à l’arithmétique dans Z

II. A. Tests de primalité [Rom��, §��.�/��.�-�, p���–���/���–���] [Gou��, §�.�, p��–��]

T������� ��. [�������� �’E����] Soit a œ Z premier avec n. Alors aÏ(n) © 1 mod n.

T������� ��. [����� �������� �� F�����]
Soit p œ P et a œ Z tels que p - a. Alors ap≠1 © 1 mod p.

R������� ��. La réciproque est fausse! Par exemple avec 561. En revanche, pour tout
a œ Z, on a ap © 1 mod p.

D��������� ��. [����� �� C���������]
Un entiern > 1 non premier est deC��������� si ’a œ Z, a·n = 1 =∆ an≠1 © 1 mod n.

P���������� ��. Un nombre de C��������� est impair et sans facteur carré.

A���������� ��. [���������� RSA]
Alice veut envoyer unmessage privé à Bob.
• Bob choisit deux entiers premiers distincts p, q œ P et pose n = pq, puis il choisit ensuite

d, e œ Z tels que de © 1 mod Ï(n) (on a Ï(n) = (p ≠ 1)(q ≠ 1) et il su�it de trouver d
premier à Ï(n) et son inverse).

• Bob di�use la clé publique (n, d) à tout le monde et converse la clé secrète (n, e).
• Pour envoyer sonmessagem mod n, Alice envoie le message chi�réM © md

mod n.
• Bob déchi�re le messagem = Me

mod n d’après le théorème d’E����.
Le succès de cet algorithme réside dans la di�iculté de factorisation d’un entier.

T������� ��. [�������� ��W�����] Si n Ø 2, on a n œ P ≈∆ (n ≠ 1)! © ≠1 mod n.

II. B. Équations arithmétiques [Rom��, §��.�-�, p���–���]

Soient n, m Ø 2.

T������� ��. Soit a œ N
ú, b œ Z. On note ” = a · n et on écrit a = ”aÕ et n = ”nÕ.

L’équation ax © b mod n a des solutions entières si et seulement si ” | b et dans ce cas, si
b = ”bÕ, les solutions sont les bÕxÕ

0 + knÕ avec k œ Z et xÕ
0 est une solution particulière de

aÕx © 1 mod nÕ.

T������� ��. Dans le Théorème ��, l’isomorphisme est donné parÂ : a mod nm ‘≠æ (a
mod n, a mod m) de réciproque Â≠1

: (a mod n, b mod m) ‘≠æ unb + vma mod nm
où l’on a choisit u, v œ Z tels que un + vm = 1.

A���������� ��. Soit a, b œ Z et (S ) le système d’équations
;

x © a mod n
x © b mod m

d’inconnue

x œ Z. Si n · m = 1, alors
• on cherche une relation de B����� un + vm = 1 avec u, v œ Z,
• on a alors une solution particulière deS : x0 = unb + vma,
• les solutions deS sont les (x0 + knm)kœZ.

E������ ��. Les solutions de
;

x © 2 mod 3

x © 4 mod 5
sont les (14 + 15k)kœZ.

II. C. Résidus quadratiquesmodulo p
[Rom��, §��.�-�, p���–���] [Per��, §�.�, p��–��]

Soit p œ P . On note Fp le corps Z/pZ, puis F2
p =

)
x2 | x œ Fp

*
et Fú

p
2

= F
2
p fl F

ú
p.

P���������� ��. Si p = 2, alors F2
p = Fp. Sinon, on a

--F2
p

-- =
p+1

2 .

A���������� ��. Pour a, b œ F
ú
p et c œ Fp, ax2

+ by2
= c admet des solutions dans Fp.

On suppose dans la suite p impair.

L���� ��. On a x œ F
ú
p

2 ≈∆ x
p≠1

2 = 1.

E������ ��. Dans Z/7Z, 2 est un carré mais par 3.

On aimerait savoir rapidement si un entier adonné est un carrémodulo p, donc savoir six2 © a
mod p admet ou non une solution entière.

D��������� ��. [������� �� L�������]
Soit a œ Z, on appelle symbole de L������� (de amodulo p) l’entier :

3
a

p

4
=

Y
]

[

1 si x2 © a mod p est résoluble et p - a
0 si p | a

≠1 sinon

P���������� ��. On a
1

a
p

2
© a

p≠1
2 mod p pour tout a œ Z.
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E������ ��. ≠1 est un carré modulo p si et seulement si p © 1 mod 4.

P������������.
1

a
p

2
=

1
a+kp

p

2
pour touta, k œ Z.Onpeutdoncdéfinirx œ Fp ‘≠æ

1
x
p

2
.

C’est l’uniquemorphisme de groupes non trivial de (F
ú
p, ◊) vers ({±1} , ◊).

R������� ��. Pour a œ Z, le nombre de solutions de x2
= a dans Fp est 1 +

1
a
p

2
.

T������� ��. [��� �� ����������� �����������]
Soient p ”= q des nombres premiers impairs. Alors

1
p
q

2 1
q
p

2
= (≠1)

p≠1
2

q≠1
2 .

P���������� ��. Pour p premier impair, on a
1

2
p

2
= (≠1)

p
2≠1

8 . Ainsi 2 est un carrémodulo
p si et seulement si p © ±1 mod 8.

On peut donc calculer
1

n
p

2
pour tout entier n.

E������ ��.
! 26

307
"

=
! 2

307
" ! 13

307
"

= ≠(≠1)
13≠1

2
307≠1

2
! 307

13
"

= ≠
! 8

13
"

= ≠
! 2

13
" ! 4

13
"

= ≠1
Ainsi 26 n’est pas un carré modulo 307.

III. Applications aux polynômes et à la théorie des corps

III. A. Irréductibilité dans Z[X] etQ[X], réductionmodulo p
[Rom��, §��.��.�, p���–���] [Per��, §�.�-�.�, p��–��] [FGN��, §�.��, p���–���]

P���������� ��. Un polynôme de degré supérieur ou égal à 1 est irréductible dans Z[X]

si et seulement si il est de contenu 1 et irréductible dansQ[X].

P���������� ��. [������� �’E���������]
Soit P =

qr
i=0 aiXi œ Z[X]. Soit p œ P . Si p - ar, ’i < r, p | ai et p2

- a0, alors P est
irréductible dansQ[X].

E������ ��. Si m œ Z a un facteur premier sans carré alors Xn ≠ m est irréductible dans
Z[X] pour tout n œ N.

P���������� ��. Soit p œ P et P =
qr

i=0 aiXi œ Z[X]. Soit P la réduction de P modulo
p. Si p - an et siP est irréductible dans Fp[X], alorsP est irréductible dansQ[X].

E��������. X3
+462X2

+2433X≠67691est irréductibledansZ[X], tout commeXp≠X≠1

pour tout p œ P .

D��������� ��. [��������� �������������]
On définit le n-ième polynôme cyclotomique�n œ Cn[X] par�n(X) =

r
’œU◊

n

(X ≠ ’).

P���������� ��. �n œ Z[X].

T������� ��. �n est irréductible surZ et donc surQ.

C��������� ��. On a [Q[e2ifi/n
] : Q] = Ï(n).

III. B. Corps finis [Per��, §�.�, p��–��] [Rom��, Ch��, p���]

P���������� ��. SiK est un corps fini, sa caractéristique est un nombre premier p œ P et
son sous-corps premier est isomorphe à Fp.

C��������� ��. SiK est un corps fini, alorsK est un Fp-espace vectorieloù p = car(K), de
cardinal pn où n = dimFp

(K). De plus, tout sous-corps deK est de cardinal pd pour un d | n
et réciproquement pour tout d | n il existe un unique sous-corps deK de cardinal pd.

T������� ��. Il existe un corps fini à q = pn éléments pour tout p œ P, n œ N
ú. Il s’agit du

corps de décomposition deXq ≠ X sur Fp ou de tout autre polynôme irréductible de Fp. Ce
corps est unique à isomorphisme près.

E������ ��. F2[X]/(X2
+ X + 1) est un corps à 4 éléments de caractéristique 2.

C��������� ��. Tout corps de rupture d’un polynômeP irréductible sur Fp[X] est un corps
de décomposition deP sur Fp.
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������
Lorsque l’on fait de l’arithmétique dans Z, on s’intéresse rapidement à l’arithmétique modu-
laire, c’est-à-dire le reste d’un nombre modulo n. La puissance de l’arithmétique modulaire
provient surtout des di�érentes structures de Z/nZ, naturellement héritées de la structure de
Z.
Dans la première partie, on quotiente Z par nZ. Tout groupe cyclique est de ce type, et on
connaît précisément ses générateurs. En ajoutant la multiplication, on obtient une structure
d’anneau. On peut alors déterminer les inversibles de Z/nZ, ce qui set par exemple pour les
équations arithmétiques. Le cas particulier des corps (n premier) et le théorème chinois sont
des résultats très utiles.
Ensuite, on s’intéresse à l’arithmétique dansZ, avec le théorèmede F�����, dont la réciproque
est fausse et les contre-exemples sont les nombres de C���������. Les applications en crypto-
graphie sont importantes comme par exemple l’algorithme RSA, mais. De nombreux résultats
sur les équations diophantiennes découlent également de notre étude. Enfin le cas particulier
des corps mène à la loi de réciprocité quadratique afin de savoir rapidement si un nombre est
un carré ou non dans Z/pZ.
Enfin, l’étude de Z/nZ amène des avancées dans d’autres domaines de l’algèbre, notamment
des résultats d’irréductibilité de polynômes et la construction de tous les corps finis à partir
d’un polynôme à coe�icients dans Z/pZ.

������������
Pour les tests de primalité et les algorithmes de chi�rement, voir aussi [Zé��].
Il faut connaître :
• les morphismes de groupes de Z/nZ dans Z/mZ s’identifient au groupe Z/(n · m)Z. Si

m | n le seul morphisme d’anneaux de Z/nZ dans Z/mZ est kn ‘≠æ km. Sinon, il n’y a
aucunmorphisme,

• les diviseurs de 0 de l’anneau (Z/nZ, +, ◊) sont les k avec k · n = 1. Les éléments nilpo-
tents forment l’idéal de Z/nZ engendré par p1 . . . pr où n = p–1

1 . . . p–r

r ,
• savoir ce que devient le théorème chinois si n etm ne sont plus premiers entre eux,
• savoir que la réciproque du théorème de réductionmodulo p pour les polynômes deZ[X]

est vraie : voir pourX4
+ 1 dans [Per��].

���������

Q Démontrer la proposition �.
Q Quel est l’ordre maximal d’un élément de (Z/nZ ◊ Z/mZ, +)?
R PPCM(m, n).
Q Quelle est la caractéristique de Z/aZ ◊ Z/bZ pour a, b œ N? Et de

r
kœNú Z/kZ?

R PPCM(a, b) puis 0, bien que
r

kœNú Z/kZ « contienne » tous les Z/nZ.
Q Expliciter l’isomorphisme du théorème chinois.

Q Résoudre x ≈∆ 1 mod 3, x © 4 mod 5 et x © 0 mod 7.
R On trouve une relation deB����� (3+5≠7 = 1) ou on résout deux systèmes puis on ajoute
le troisième.

Q Quels sont les nilpotents de Z/nZ?
R Écrivons n =

rr
i=1 p–i

i . Si m œ
rr

i=1 piZ, alors m est nilpotent d’ordre au plus
max1ÆiÆr –i. Réciproquement sim est nilpotent alors pour tout 1 Æ i Æ r, on a pi | m.
Attention : être nilpotent ne signifie pas être non inversible! Par exemple 2 dansZ/6Z n’est
ni nilpotent, ni inversible.

Q Condition nécessaire pour que P œ Z/nZ[X] soit inversible?
Q Soit n Ø 2 et e premier avec Ï(n). Montrer que Z/nZú ≠æ Z/nZú, x ‘≠æ xe est une
bijection, et exhiber la réciproque (voir l’algorithme RSA).

Q Soient p, q premiers impairs, Â : (Z/pqZ)
ú ≠æ (Z/pZ)

ú ◊ (Z/qZ)
ú et E =)

x œ (Z/pqZ)
ú | 1 Æ x < pq

2
*
. Déterminer Im(E).

�������������
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