
��� NOMBRE PREMIERS. APPLICATIONS.

On désigne parP l’ensemble des nombres premiers.

I. Généralités et arithmétique dans Z [Rom��, Ch��, p���]

I. A. Nombres premiers et premiers entre eux

D��������� �. [������ �������]
p œ N est dit premier (et on note p œ P) si p a exactement deux diviseurs positifs 1 et |p|.

R������� �. (Z, +, ◊) est euclidien donc principal, ses idéaux sont les (nZ)nœN. Dire que
p œ P c’est dire que pZ est un idéal maximal.

E������ �. Les premiers nombres premiers sont 2, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 17, . . . . Mais 6 = 2 ◊ 3

n’est pas premier.

D��������� �. [������� �������� ����� ���, ���� ���� ��������]
Deux entiers a et b sont dits premiers entre eux si le plus grand diviseur entier de a et b est 1.
Des entiers (ai)iœI sont dits premiers dans leur ensemble si le plus grand diviseur entier de
chacun des (ai)iœI est 1.

E������ �. Si p œ P et a œ N, p et a sont premiers entre eux si et seulement si p - a.
{6, 10, 15} sont premiers dans leur ensemble bien que {6, 10}, {6, 15} et {10, 15}ne soient pas
premiers entre eux.

A���������� �. Deux groupes de cardinaux premiers entre eux sont d’intersection triviale.

L���� �. [����� �’E������] Tout entier n œ Z \ {≠1, 0, 1} admet un diviseur premier.

T������� �. [������������� �� ������� �� �������� ��������]
Tout entier naturel n Ø 2 se décompose de manière unique sous la forme n = p–1

1 . . . p–r

r où
r œ N

ú, p1 < p2 < · · · < pr œ P et (–i)1ÆiÆr œ (N
ú
)
r.

E������ �. 1663200 = 2
5 ◊ 3

3 ◊ 5
2 ◊ 7 ◊ 11.

I. B. Arithmétique [Rom��, Ch�, p���]

D��������� ��. [PGCD, PPCM] On définit le PGCD (resp. PPCM) d’une famille d’élé-
ments comme le plus grand diviseur (resp. le plus petit multiple) commun à chacun de ses
éléments.

A���������� ��. PGCD(10, 30) = 10,PGCD(2, 15) = 1,PPCM(2, 3, 5, 7) = 210.

A���������� ��. Calcul des PGCD et PPCM d’une famille d’éléments en fonction de leur
décomposition en produit de facteurs premiers. On pourra introduire les valuations p-adique.

T������� ��. [�������� �� B�����]
Soit r Ø 2 et (a1, . . . , ar) des entiers relatifs. Si ” = PGCD((ai)1ÆiÆr), alors il existe des
entiers relatifs u1, . . . , ur tels que

qr
i=1 uiai = ”.

Les (ai)1ÆiÆr sont premiers entre eux si et seulement si il existe des entiers relatifs u1, . . . , ur

tels que
qr

i=1 uiai = 1.

L���� ��. [����� �� G����] Soient a, b, c œ Z.
(i) Si a | bc et a · b = 1, alors a | c.
(ii) Si a | bc et b · c = 1, alors a | b et a | c.

A���������� ��. Pour p œ P et k œ J1, p ≠ 1K, on a p |
!p

k

"
.

I. C. Répartition des nombres premiers

T������� ��. P est de cardinal infini.

A���������� ��. Le crible d’E���������� permet de trouver tous les nombres premiers com-
pris entre 2 et un entier n > 2 fixé.

P���������� ��. Il existe des segments de longueur arbitraire sans nombre premier.

T������� ��. (admis) Notons�(n) = card(P fl J1, nK). Alors�(n)/n ≥ 1
ln(n) .

II. Tests de primalité [Rom��, §��.�/��.�-�, p���–���/���–���] [Gou��, §�.�, p��–��]

T������� ��. [�������� �’E����] Soit a œ Z premier avec n. Alors aÏ(n) © 1 mod n.

T������� ��. [����� �������� �� F�����]
Soit p œ P et a œ Z tels que p - a. Alors ap≠1 © 1 mod p.

R������� ��. La réciproque est fausse! Par exemple avec 561. En revanche, pour tout
a œ Z, on a ap © 1 mod p.
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D��������� ��. [����� �� C���������]
Un entiern > 1 non premier est deC��������� si ’a œ Z, a·n = 1 =∆ an≠1 © 1 mod n.

P���������� ��. Un nombre de C��������� est impair et sans facteur carré.

A���������� ��. [���������� RSA]
Alice veut envoyer unmessage privé à Bob.
• Bob choisit deux entiers premiers distincts p, q œ P et pose n = pq, puis il choisit ensuite

d, e œ Z tels que de © 1 mod Ï(n) (on a Ï(n) = (p ≠ 1)(q ≠ 1) et il su�it de trouver d
premier à Ï(n) et son inverse).

• Bob di�use la clé publique (n, d) à tout le monde et converse la clé secrète (n, e).
• Pour envoyer sonmessagem mod n, Alice envoie le message chi�réM © md

mod n.
• Bob déchi�re le messagem = Me

mod n d’après le théorème d’E����.
Le succès de cet algorithme réside dans la di�iculté de factorisation d’un entier.

T������� ��. [�������� ��W�����] Si n Ø 2, on a n œ P ≈∆ (n ≠ 1)! © ≠1 mod n.

III. Applications en algèbre

III. A. Théorie de S���� [Per��, §�.�, p��–��]

SoitG un groupe fini d’ordre n, et p œ P diviseur de n. On notera n = pam où p - m.

D��������� ��. [p-������, p-����-������ �� S����]
Si n est une puissance de p (m = 1), on dit queG est un p-groupe.
Plus généralement, on appelle p-sous-groupe de S���� (ou p-S����) un sous-groupe deG
de cardinal pa.

C��������� ��. [�������� ��� �������]
Si |G| < +Œ, choisissons pour chaque orbiteO un représentant xO. Alors on a :

|X| =
q

OœO
|O| =

q
OœO

|G|

|Stab(xO)|

A���������� ��. Le centre d’un p-groupe non trivial est non trivial.

T������� ��. [�������� �� S���� �] Il existe aumoins un p-S���� dansG.

C��������� ��. Il existe aumoins un sous-groupe deG d’ordre pi pour tout i œ J1, aK.

T������� ��. [�������� �� S���� �]
(i) siH < G est un p-groupe, alors il existe un p-S���� S tel queH < S,
(ii) les p-S���� sont tous conjugués,
(iii) notons� le nombre de p-S���� deG. Alors� | m et� © 1 mod p.

C��������� ��. Soit S un p-S���� deG. Alors S C G ≈∆ S est l’unique p-S���� deG.

A���������� ��. Tout groupe d’ordre 63 ou 255 n’est pas simple.

III. B. Propriétés des corps finis [Per��, §�.�, p��–��] [Rom��, Ch��, p���]

Pour p œ P , on note Fp = Z/pZ.

D��������� ��. SoitAun anneau commutatif unitaire. Il existe ununique entier positif, ap-
pelé caractéristique deA, noté car(A), tel que le sous-anneau premier deA est isomorphe
à Z/ car(A)Z.

P���������� ��. SiK est un corps fini, sa caractéristique est un nombre premier p œ P et
son sous-corps premier est isomorphe à Fp.

C��������� ��. SiK est un corps fini, alorsK est un Fp-espace vectorieloù p = car(K), de
cardinal pn où n = dimFp

(K). De plus, tout sous-corps deK est de cardinal pd pour un d | n
et réciproquement pour tout d | n il existe un unique sous-corps deK de cardinal pd.

T������� ��. Il existe un corps fini à q = pn éléments pour tout p œ P, n œ N
ú. Il s’agit du

corps de décomposition deXq ≠ X sur Fp ou de tout autre polynôme irréductible de Fp. Ce
corps est unique à isomorphisme près. On le note Fq

E������ ��. F2[X]/(X2
+ X + 1) est un corps à 4 éléments de caractéristique 2.

C��������� ��. Tout corps de rupture d’un polynômeP irréductible surFp[X] est un corps
de décomposition deP sur Fp.

D��������� ��. [��������� �� F��������]
Frob : Fq ≠æ Fq, x ‘≠æ xp est unmorphisme de corps appelé morphisme de F��������.

P���������� ��. Frob est un automorphisme et les sous-corps de Fq sont exactement les
ensembles des points fixes deFrob

d pour d | n.
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T������� ��. Frob est cyclique d’ordre n et on aAut(Fq) = ÈFrobÍ.

III. C. Résidus quadratiquesmodulo p
[Rom��, §��.�-�, p���–���] [Per��, §�.�, p��–��]

Soit p œ P . On note Fp le corps Z/pZ, puis F2
p =

)
x2 | x œ Fp

*
et Fú

p
2

= F
2
p fl F

ú
p.

P���������� ��. Si p = 2, alors F2
p = Fp. Sinon, on a

--F2
p

-- =
p+1

2 .

A���������� ��. Pour a, b œ F
ú
p et c œ Fp, ax2

+ by2
= c admet des solutions dans Fp.

On suppose dans la suite p impair.

L���� ��. On a x œ F
ú
p

2 ≈∆ x
p≠1

2 = 1.

E������ ��. Dans Z/7Z, 2 est un carré mais par 3.
On aimerait savoir rapidement si un entier adonné est un carrémodulo p, donc savoir six2 © a
mod p admet ou non une solution entière.

D��������� ��. [������� �� L�������]
Soit a œ Z, on appelle symbole de L������� (de amodulo p) l’entier :

3
a

p

4
=

Y
]

[

1 si x2 © a mod p est résoluble et p - a
0 si p | a

≠1 sinon

P���������� ��. On a
1

a
p

2
© a

p≠1
2 mod p pour tout a œ Z.

E������ ��. ≠1 est un carré modulo p si et seulement si p © 1 mod 4.

P������������.
1

a
p

2
=

1
a+kp

p

2
pour touta, k œ Z. Onpeut doncdéfinirx œ Fp ‘≠æ

1
x
p

2
.

C’est l’uniquemorphisme de groupes non trivial de (F
ú
p, ◊) vers ({±1} , ◊).

R������� ��. Le nombre de solutions de x2
= a pour a œ Fp est 1 +

1
a
p

2
.

T������� ��. [��� �� ����������� �����������]
Soient p ”= q des nombres premiers impairs. Alors

1
p
q

2 1
q
p

2
= (≠1)

p≠1
2

q≠1
2 .

P���������� ��. Pour p premier impair, on a
1

2
p

2
= (≠1)

p
2≠1

8 . Ainsi 2 est un carrémodulo
p si et seulement si p © ±1 mod 8.

On peut donc calculer
1

n
p

2
pour tout entier n :

E������ ��.
! 26

307
"

=
! 2

307
" ! 13

307
"

= ≠(≠1)
13≠1

2
307≠1

2
! 307

13
"

= ≠
! 8

13
"

= ≠
! 2

13
" ! 4

13
"

= ≠1
Ainsi 26 n’est pas un carré modulo 307.

III. D. Irréductibilité dans Z[X] etQ[X], réductionmodulo p
[Per��, §�.�-�.�, p��–��]

P���������� ��. Un polynôme de degré supérieur ou égal à 1 est irréductible dans Z[X]

si et seulement si il est de contenu 1 et irréductible dansQ[X].

P���������� ��. [������� �’E���������]
Soit P =

qr
i=0 aiXi œ Z[X]. Soit p œ P . Si p - ar, ’i < r, p | ai et p2

- a0, alors P est
irréductible dansQ[X].

E������ ��. Si m œ Z a un facteur premier sans carré alors Xn ≠ m est irréductible dans
Z[X] pour tout n œ N.

P���������� ��. Soit p œ P et P =
qr

i=0 aiXi œ Z[X]. Soit P la réduction de P modulo
p. Si p - an et siP est irréductible dans Fp[X], alorsP est irréductible dansQ[X].

E��������. X3
+462X2

+2433X≠67691est irréductibledansZ[X], tout commeXp≠X≠1

pour tout p œ P .

D��������� ��. [��������� �������������]
On définit le n-ième polynôme cyclotomique�n œ Cn[X] par�n(X) =

r
’œU◊

n

(X ≠ ’).

P���������� ��. �n œ Z[X].

T������� ��. [��������������� ���n]�n est irréductible surZ et donc surQ.
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������
Les nombres premiers apparaissent naturellement dans de nombreux domaines mathéma-
tiques. C’est pourquoi ils ont été étudié très tôt dans l’histoire des mathématiques.
La première partie contient les définitions de bases et la formulation équivalente en terme
d’idéaux. Lepremier résultat importantest ladécompositionen facteurspremiers.Notonsaussi
le lemme de G���� qui est fondamental en arithmétique. La répartition des nombres premiers
est un problème très étudié, de nombreux résultats sont connus, nous en rappelons quelques
uns.
Dans une deuxième partie, on s’intéresse aux applications des nombres premiers en arithmé-
tique avec notamment les théorèmes de F����� et deW�����. Cela mène aujourd’hui aux al-
gorithmes de cryptographie qui s’appuient sur les nombres premiers.
Ensuite, on regarde les applications en algèbre, que ce soit en théorie des groupes avec les p-
S����, mais aussi en théorie des corps avec la notion de caractéristique, la cardinal d’un corps
de caractéristique p . . . Le morphisme de F�������� caractérise les sous-corps de Fq . On re-
garde ensuite les carrés dans un corps fini via la loi de réciprocité quadratique (en développe-
ment). Citons enfin des critères d’irréductibilité de polynômes sur des anneaux comme Z[X]

(critère d’E���������) mais aussi l’irréductibilité des polynômes cyclotomiques (en développe-
ment) dont la preuve s’appuie sur les nombres premiers.

�������������
[Gou��] X. G������ : Les maths en tête - Algèbre. Ellipses, �ème édition, ����.

[Per��] D. P����� : Cours d’algèbre. Ellipses, ����.

[Rom��] J.-E. R������� : Mathématiques pour l’agrégation : Algèbre et géométrie. De Boeck,
����.
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