1122] ANNEAUX PRINCIPAUX. APPLICATIONS.

Soit A un anneau unitaire commutatif integre et K un corps commutatif.

I. Arithmétique dans les anneaux

I.A. Vocabulaire [Per96, §11.3, p45] [Rom17, Ch7, p205]

DEFINITION 1. [IDEAL]
I C Aestunidéalsi(I,+)estunsous-groupede (A4, +)etsiV(a,i) € Ax I,ai € I.

EXEMPLE 2. Poura € A, (a) = aA le plus petit idéal contenant a est dit principal.

DEFINITION 3. [DIVISIBILITE]
Poura,b € A, onditque adivisebetonnotea | bsidec € A|b = ac,ou encore (b) C (a).

DEFINITION 4. [ELEMENTS ASSOCIES]
a,b € Asontditsassociéssia | betbh | a(ous’il existeu € A* telque a = ub).

REMARQUE 5. C’est une relation d’équivalence (notée ~). Deux éléments associés sont in-
discernables du point de vue de la divisibilité.

DEFINITION 6. [PREMIER, IRREDUCTIBLE] @ € A non inversible et non nul est dit :
e premier si pourtoutb,c € Atelsquea | be,alorsa | boua | ¢,
e irréductible si pour tout b, c € Atelsque a = bc, alorsb € A* ouc e A*.

I PROPOSITION 7. Sia € A est premier alors a est irréductible.

EXEMPLE 8. Dans Z, les éléments premiers sont les nombres premiers et leurs opposés, tout
comme les irréductibles (on a équivalence dans ce cas, comme on le verra plus loin).

DEFINITION 9. [PGCD, PPCM] Soienta, b € A. Ondit que

o de AestunPGCDdeaetbetonnoted =aAbsiVee A,c|aetc|b=c|d,

e m e AestunPPCMdeaetbetonnotem =aVbsiVe € Aja|cetb|c=m|ec
a et b sont dits premiers entre euxsia A b = 1.

REMARQUE10. L'existence de PGCD et PPCM n’est pas garantie en général. S’ils existent, ils
sont définis a un inversible pres. On peut généraliser a une famille quelconque d’éléments.

I PropPoOsSITION 11.  Deux PGCD (resp. PPCM) de a, b € A sont associés.

I.B. Anneaux principaux [Per96, §2.3-4, p49-51] [Rom17, Ch8, p231] [Com98, Ch11, p237]

DEFINITION 12. [ANNEAU PRINCIPAL]
A est dit principal si tous ses idéaux sont principaux (engendrés par un élément).

EXEMPLE 13. Z et K[X] sont principaux.

I PROPOSITION 14. A[X] est principal si et seulement si A est un corps.

Soit désormais A principal.

THEOREME 15. [THEOREME DE BACHET-BEZOUT]
Soienta,b € A*. Alorsilexisted € A|(a,b) = (a) + (b) = (d). dest alors un PGCD de a et
betil existe u,v € Atels que au + bv = d.

I PROPOSITION 16. Soienta,b € A*. Alorsilexistem € A|(a) N (b) = (m).Onam = a V' b.
I REMARQUE 17.  On peut la encore généraliser a toute famille finie d’éléments.

THEOREME 18. [THEOREMES DE GAUSS]
Soienta,b,c € A*.Sia | bceta Nb=1,alorsa | c.Siab|cetbAc=1,alorsa | c.

THEOREME 19. [THEOREME DES RESTES CHINOIS]
Soientay, . ..,a, € Adeuxa deux premiers. Alors lapplication ¢ : x mod ay ...a, — (z
mod a;)1<<, estun isomorphisme d’anneauxde A/(ai ...a,)sur[[i_, A/(a;).

REMARQUE 20.  Si les (a;)1<;<, Ne sont pas deux a deux premiers, le résultat est faux : par
exemple Z /47 n’est pas isomorphe a (Z/27)*.

PrOPOSITION 21.  Soitp € A*. Alors p est irréductible si et seulement si A/(p) est intégre
si et seulement si A/(p) est un corps.

I COROLLAIRE 22. Dans un anneau principal, premier équivaut a irréductible.

PROPOSITION 23.
e Lesirréductibles de C[X] sont les polynémes de degré 1.
e Lesirréductibles de R[X] sont les polynémes de degré 1 et ceux de degré 2 sans racines.
e Q[X] posséde des irréductibles de degré arbitrairement grand.
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I.C. Anneau factoriel [Per96, §2.3, p47] [Rom17, §7.6/8.2, p217/237]

DEFINITION 24. [ANNEAU FACTORIEL]

Un anneau A est factoriel si pour touta € A*:

(E) ilexisten € N, p1,...,p, € Airréductiblesetu € AX telsquea = up; ... p,.

(U) sidepluson peutaussiécrirea = vq; ...q.pourunr € N,q1,...,q,. € Airréductibles
etv € A*,alorsr = netilexiste o € &, tel que p; ~ g,(;) pourtout1 < i < n.

PROPOSITION 25. Soit P un systéme de représentants d’éléments irréductibles a association
pres. Alors toutélémenta € A* s’écritde maniére unique sous la forme (le produit ne comporte
qu’un nombre fini de termes distincts de 1) :

a= unpeppvp(“) ouu € A* etvy(a) = max{n € N|p" | a}

COROLLAIRE 26. Soit (a;);c; une famille d’éléments de A. Alors (a;);c; posséde un PGCD
etsi I estfini, (a;);cs posséde un PPCM. Ona:

PGCD((ai)ieI) = HpeP pminiez vp(ai) et PPCM((ai)iEI) = HpeP pmaxiel vp(ai)

I COROLLAIRE 27. Soienta,b € A*. Alorsa | b <= Vp € P,v,(a) < vp(b).

I PropoOSITION 28. Un anneau principal est factoriel.

EXEMPLE 29. Z est factoriel. Ainsi tout entier n € Z* s’écrit de maniére unique n =
eller p'»(™ ol e = +1 et P est 'ensemble des nombres premiers.

EXEMPLE 30. K[X] est factoriel. En particulier:
e pour P € C[X],ilexistea € C, (\;)1<i<¢ € C*distincts et (a;)1<i<¢ € (N*) tels que

P=al]i_ (X — X\

e pour P € R[X],ilexistea € R,(\;)1<i<e € R distincts et (a;)1<;<¢ € (N*), puis
(15, vj)1<j<m € (R?)™ distincts et (8;)1<j<m € N* tels que M? —4v; < 0 pourtout j et

P=alli_ (X = X)% T (X2 + X + )

I THEOREME 31. [THEOREME DE GAUss] Si A est factoriel, alors A[X] factoriel.

I COROLLAIRE 32. Si A est factoriel alors pour toutn € N, A[X, ... X,,] est factoriel.

EXEMPLE 33. Un anneau factoriel n’est pas nécessairement principal! Considérer par exemple
Z[X] et (2, X) qui n’est pas principal.

Il. Applications aux anneaux euclidiens

II.A. Généralités [Per96, §2.3-5, p50] [Rom17, Ch9, p257] [Com98, §11.2, p238]
DEFINITION 34. [STATHME, ANNEAU EUCLIDIEN]

Un stathme sur A est une application p : A* — N telle que poura,b € A x A*, il existe
q,r € Atelsquea = bg + ravecr = 0ou ¢(r) < p(b).

EXEMPLE 35. 7Z muni de la valeur absolue et K[X| muni du degré sont euclidiens.

I PROPOSITION 36. Un anneau euclidien est principal.
I ProposITION 37. K[X] est euclidien.

APPLICATION 38. [ALGORITHME D’EUcLIDE] Dans un anneau euclidien, il existe un algorithme
permettant de trouver le PGCD de deux éléments.

I PROPOSITION 39.  Z[1Y19] est principal mais non euclidien.

L’anneau des entiers de GAUSS
[Per96, §2.3, p50] [Rom17, §9.4.3, p263] [Com98, §11.6, p246]

11. B.
I DEFINITION 40. Onnote Z[i] = {a + ib| a,b € Z} 'ensemble des entiers de GAuss.
I PROPOSITION 41.  Muni du stathme N (a + ib) = a® + b2, Z]i] est euclidien.

I PROPOSITION 42. Z[i]* = N~1({1}) = {£1, +i}.
On définit ¥ = {n € N|3a,b € N|n = a® 4+ b*}. On cherche a quelle(s) condition(s) n € X.

ExempLE43. (,1,2,4,5,8,9,10 € X maispas 3,6,7,11.
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I LEMME 44. 3 eststable par produit.
I LEMME 45. Sip € P,alorsp € X <= p=1,2 mod 4.

THEOREME 46. [THEOREME DES DEUX CARRES DE FERMAT]
n € X siet seulement sipourtoutp € Ptelquep | netp|3 mod 4, alors 2 | v,(n).

PROPOSITION 47. Lesirréductibles de Z[i] sont :
o lesp € Ptelsquep =3 mod 4,
o lesa +ibtelsquea® +b% € P.

lll. Autres applications

Ill.A. Equations diophantiennes [Rom17, §8.3/10.4, p243/288]

THEOREME 48. Dans le Théoréme 19, l'isomorphisme réciproque est 1)~! (z;
mod a;)1<i<r — Y r_; iu;b; mod ay...a, 00b; =aja; ety . ub; =1

APPLICATION 49. Soita,b,c € A principal. Onnoted = a A b = au + bv eton écrita = da’
etb = db'. Léquation ax + bv = c admet une solution si et seulement sid | ¢, disons ¢ = dc’ et
dans ce cas les solutions sont de la forme (c'u + kb', ¢'v — ka') ke a.

I REMARQUE 50. Dans le cas ou I'anneau est euclidien, on peut déterminer u et v par l’algo-
rithme d’EUCLIDE.

APPLICATION 51. [LE CcAs DE Z] Soient n,m > 2. Soita, b € Z et () le systeme d’équations

r=a modn
r=b modm

d’inconnuez € Z.Sin A m = 1, alors
e on cherche une relation de BEzouT un + vm = 1 avecu,v € Z,
e on aalors une solution particuliere de . : g = unb + vma,
e les solutions de . sont les (g + knm)rez.

z =2 mod 3

=4 mod s SOt les (14 + 15k)kez.

EXEMPLE 52. Les solutions de {

lll. B. Algébre linéaire [MM16] [BMPO5, §4.2.1, p158-161] [Gou09, §5.4, p224-226]

Soit M € M,,(K).

DEFINITION 53. [POLYNOME MINIMAL]
ov: KX] — K[M]

P +— P(M)
idéal de K[ X] principal donc est engendré par un unique polynéme unitaire 7y, appelé po-
lyndme minimal de M.

Lapplication est un morphisme d’algébres. Son noyau est un

I PropPOSITION 54. Ona dim(K[M]) = deg(mas).

I ProposITION 55. K[M]est un corps si et seulement si 7y est irréductible dans K[ X].

LEMME 56. [LEMME DES NOYAUX]

Soit (P;)1<i<r une famille de polynémes deux a deux premiers entre eux et f € L(E). Alors
enposant P = [[._, Py, onaker(P(f)) = @._, ker(P;(f)).

De plus, le projecteur de ker(P( f)) sur l’un de ces sous-espaces parallélement a la somme des
autres est un polynéme en f.

EXEMPLE 57. En pratique, on utilise souvent ce lemme avec P annulateur de E. On obtient
alors une décomposition de E en sous-espaces stables, carker(Q(f)) est stable par f pour tout
polynéme Q.

ProposITION 58. M est trigonalisable (resp. diagonalisable) si et seulement siwy; est
scindé (resp. scindé racines simples).

THEOREME 59. [DECOMPOSITION DE DUNFORD]

Supposons M de polynéme caractéristique scindé. Alors il existe un unique couple (D, N) €
M., (K)? tel que D est diagonalisable, N est nilpotente, M = D + N et M commute avec N.
De plus, D et N sont des polynémes en M.

DEFINITION 60. [ENDOMORPHISME SEMI-SIMPLE]
M est dite semi-simple si tout sous-espace vectoriel de K™ M -stable admet un supplémen-
taire M-stable.

I THEOREME 61. M est semi-simple si et seulement si w,,, est sans facteur carré.

EXEMPLE 62. Si M est nilpotente, alors M est semi-simple si et seulement si M = 0.
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ANNEXE

Algorithme d’EucLIDE
Soit A un anneau euclidien. Lalgorithme d’EucLIDE détermine le PGCD de deux éléments :

Entrée:a,be A,b#0

Sortie: d,u,vtelsqueau +bv=detd=aAb
Algorithme:uy = 1,u; = 0,99 =0,v1 = 1,19 = a,r1 =b,i =1

Tantquer; #0:
rit1 < Ti—1 — ¢;r;  (division euclidienne de r;_; parr;)

Wit1 £ Uj—1 — iU
Vi1 < Vi—1 — qiV;
i1+ 1

Renvoyer r;_1,u;—1,v;—1

SPEECH

On souhaite généraliser les propriétés des anneaux classiques, et notamment de Z (Z notam-
ment). Avant de parler du plan écrire au tableau les implications entre anneaux : euclidien im-
plique principal implique factoriel, puis expliquer que la notion de PGCD (et PPCM) définie sur
un anneau factoriel va profiter des propriétés des autres types d’anneaux.

Dans la premiére partie, on s’intéresse a l'arithmétique dans les anneaux, avec les définitions
d’idéal, d’idéal principal, d’élément premier, irréductible, de PGCD et de PPCM. On regarde
le cas des anneaux principaux avec le théoréme de BACHET-BEzouT, l'existence d’un PPCM,
mais aussi théoréme chinois qui permet par exemple de simplifier la résolution de systémes de
congruences (cf troisieme partie), mais aussi ’équivalence entre élément premier et irréduc-
tible. Enfin les anneaux factoriels permettent des manipulations algébriques plus simples, on
a une décomposition en produits irréductibles et théoréme de GAusS.

Ensuite, on s’intéresse aux anneaux euclidiens qui sont des exemples d’anneaux principaux
dans lesquels on aunalgorithme permettant de trouver facilementle PGCD de deux éléments.
Le cas particulier de 'anneau des entiers de GAUsS sera étudié.

La derniére partie s’intéresse aux applications des anneaux principaux, que ce soit pour la ré-
solution d’équations diophantiennes via le théoréme chinois dont on connait la réciproque et
qui devient effectif dans un anneau eucliden, mais aussi en algebre linéaire avec le lemme des
noyaux (principalité de K[X]) qui méne par exemple a la décomposition de DUNFORD.

QUESTIONS

Q Résoudre z2 4 y? = 22 d’inconnues z,y, z € N.

R On va regarder cette équation dans Z[i].
Comme z,y,z € N,onad = PGCDz(z,y,2) = PGCDgj;(z,y, 2) et on peut supposer

que d = 1 quitte a diviser les trois inconnues par d.
Soitz € Netw = x + iy € Z][i] tels que N(w) = z2. Soit a un diviseur de w et w. Alors
a|2z=w—weta|2y=(w+w)/i.
On peut choisir a irréductible puisque z, y, z sont premiers entre eux, etalorsa | 2oua | .
Sia | 2,onaN(a) € {1,2,4}.[...]10n finit par montrer que w A w’ = 1 et on conclut en
considérant la décomposition de z enirréductibles de Z[4] [... .
Q Décomposer 3 + j enirréductibles de Z[].
R Lesirréductibles de Z[j] sont (aux inversibles {1, &5, +:52} prés):
- lesp e Ptelsquep =2 mod 3,
- lesa + bj € Z[j] tels que N (a + bj) € P.
On calcule N(3 + j) = 7 € P donc 3 + j estirréductible.
Q Soit A principal. Montrer qu’il existe v : A — N telle que
-v(a)=0<=a=0,
- v(ab) > v(a) poura,b € A,b # 0,
- siv(a) > v(b) poura,b € A,b+# 0,alorsb | aoudg,d € A|0 < v(ad — bq) < v(b).
R On prend pour v(a) le nombre de facteurs irréductibles comptés avec leur multiplicité. On
démontre le dernier point par I'absurde en utilisant ’identité de BEzouT.
Q Lensemble des fonctions holomorphes sur un ouvert U est un anneau satisfaisant une re-
lation de BEzouT entre ses éléments. Montrer cependant qu’il n’est pas principal.

R On montre en fait qu’il n’est pas factoriel. On vérifie que si f holomorphe est irréductible,
alors nécessairement f n’a qu’un seul 0. On en déduit que toute fonction possédant une
infinité de 0 n’admet pas d’écriture finie en produit d’irréductibles (par exemple sin).

Q Trouver les nombres premiers s’écrivant sous la forme p = a? 4 2b2.

R a® + 20> = (a + iv/2b)(a — i\/2b). On se place dans A = Z[iv/2]. Le stathme N = |.|?
montre que A est principal. Puis on procéde similairement au théoréme des deux carrés.

Q C[X,Y]/(Y? - X3)etC[X,Y]/(X?+Y? — 1) sont-ils principaux?

R Seul le second lest!
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