
��� ANNEAUX PRINCIPAUX. APPLICATIONS.

SoitA un anneau unitaire commutatif intègre etK un corps commutatif.

I. Arithmétique dans les anneaux
I. A. Vocabulaire [Per��, §II.�, p��] [Rom��, Ch�, p���]

D��������� �. [�����]
I µ A est un idéal si (I, +) est un sous-groupe de (A, +) et si ’(a, i) œ A ◊ I, ai œ I .

E������ �. Pour a œ A, (a) = aA le plus petit idéal contenant a est dit principal.

D��������� �. [������������]
Pour a, b œ A, on dit que a divise b et on note a | b si ÷c œ A | b = ac, ou encore (b) µ (a).

D��������� �. [�������� ��������]
a, b œ A sont dits associés si a | b et b | a (ou s’il existe u œ A◊ tel que a = ub).

R������� �. C’est une relation d’équivalence (notée≥). Deux éléments associés sont in-
discernables du point de vue de la divisibilité.

D��������� �. [�������, ������������] a œ A non inversible et non nul est dit :
• premier si pour tout b, c œ A tels que a | bc, alors a | b ou a | c,
• irréductible si pour tout b, c œ A tels que a = bc, alors b œ A◊ ou c œ A◊.

P���������� �. Si a œ A est premier alors a est irréductible.

E������ �. Dans Z, les éléments premiers sont les nombres premiers et leurs opposés, tout
comme les irréductibles (on a équivalence dans ce cas, comme on le verra plus loin).

D��������� �. [PGCD,PPCM] Soient a, b œ A. On dit que
• d œ A est unPGCD de a et b et on note d = a · b si ’c œ A, c | a et c | b =∆ c | d,
• m œ A est unPPCM de a et b et on notem = a ‚ b si ’c œ A, a | c et b | c =∆ m | c.

a et b sont dits premiers entre eux si a · b = 1.

R������� ��. L’existencedePGCDetPPCMn’estpasgarantieengénéral. S’ils existent, ils
sont définis à un inversible près. On peut généraliser à une famille quelconque d’éléments.

P���������� ��. DeuxPGCD (resp.PPCM) de a, b œ A sont associés.

I. B. Anneaux principaux [Per��, §�.�-�, p��–��] [Rom��, Ch�, p���] [Com��, Ch��, p���]

D��������� ��. [������ ���������]
A est dit principal si tous ses idéaux sont principaux (engendrés par un élément).

E������ ��. Z etK[X] sont principaux.

P���������� ��. A[X] est principal si et seulement siA est un corps.

Soit désormaisA principal.

T������� ��. [�������� �� B�����-B�����]
Soient a, b œ Aú. Alors il existe d œ A | (a, b) = (a) + (b) = (d). d est alors unPGCD de a et
b et il existe u, v œ A tels que au + bv = d.

P���������� ��. Soient a, b œ Aú. Alors il existem œ A | (a) fl (b) = (m). On am = a ‚ b.

R������� ��. On peut là encore généraliser à toute famille finie d’éléments.

T������� ��. [��������� �� G����]
Soient a, b, c œ Aú. Si a | bc et a · b = 1, alors a | c. Si ab | c et b · c = 1, alors a | c.

T������� ��. [�������� ��� ������ �������]
Soient a1, . . . , ar œ A deux à deux premiers. Alors l’application „ : x mod a1 . . . ar ‘≠æ (x
mod ai)1ÆiÆr est un isomorphisme d’anneaux deA/(a1 . . . ar) sur

rr
i=1 A/(ai).

R������� ��. Si les (ai)1ÆiÆr ne sont pas deux à deux premiers, le résultat est faux : par
exemple Z/4Z n’est pas isomorphe à (Z/2Z)

2.

P���������� ��. Soit p œ Aú. Alors p est irréductible si et seulement siA/(p) est intègre
si et seulement siA/(p) est un corps.

C��������� ��. Dans un anneau principal, premier équivaut à irréductible.

P���������� ��.
• Les irréductibles deC[X] sont les polynômes de degré 1.
• Les irréductibles deR[X] sont les polynômes de degré 1 et ceux de degré 2 sans racines.
• Q[X] possède des irréductibles de degré arbitrairement grand.
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I. C. Anneau factoriel [Per��, §�.�, p��] [Rom��, §�.�/�.�, p���/���]

D��������� ��. [������ ���������]
Un anneauA est factoriel si pour tout a œ Aú :
(E) il existe n œ N, p1, . . . , pn œ A irréductibles et u œ A◊ tels que a = up1 . . . pn.
(U) si de plus onpeut aussi écrire a = vq1 . . . qr pour un r œ N, q1, . . . , qr œ A irréductibles

et v œ A◊, alors r = n et il existe ‡ œ Sn tel que pi ≥ q‡(i) pour tout 1 Æ i Æ n.

P���������� ��. SoitP un systèmede représentants d’éléments irréductibles à association
près. Alors toutélémenta œ Aú s’écrit demanièreuniquesous la forme (leproduitnecomporte
qu’un nombre fini de termes distincts de 1) :

a = u
r

pœP
pvp(a) où u œ A◊ et vp(a) = max {n œ N | pn | a}

C��������� ��. Soit (ai)iœI une famille d’éléments deA. Alors (ai)iœI possède un PGCD

et si I est fini, (ai)iœI possède unPPCM. On a :

PGCD((ai)iœI) =
r

pœP
pminiœI vp(ai) et PPCM((ai)iœI) =

r
pœP

pmaxiœI vp(ai)

C��������� ��. Soient a, b œ Aú. Alors a | b ≈∆ ’p œ P, vp(a) Æ vp(b).

P���������� ��. Un anneau principal est factoriel.

E������ ��. Z est factoriel. Ainsi tout entier n œ Z
ú s’écrit de manière unique n =

Á
r

pœP
pvp(n) où Á = ±1 etP est l’ensemble des nombres premiers.

E������ ��. K[X] est factoriel. En particulier :
• pour P œ C[X], il existe a œ C, (⁄i)1ÆiÆ¸ œ C

¸ distincts et (–i)1ÆiÆ¸ œ (N
ú
)
¸ tels que

P = a
r¸

i=1(X ≠ ⁄i)
–i

• pour P œ R[X], il existe a œ R,(⁄i)1ÆiÆ¸ œ R
¸ distincts et (–i)1ÆiÆ¸ œ (N

ú
)
¸, puis

(µj , ‹j)1ÆjÆm œ (R
2
)
m distincts et (—j)1ÆjÆm œ N

ú tels que µ2
j ≠ 4‹j < 0 pour tout j et

P = a
r¸

i=1(X ≠ ⁄i)
–i

rm
j=1(X2

+ µjX + ‹j)
—j

T������� ��. [�������� �� G����] SiA est factoriel, alorsA[X] factoriel.

C��������� ��. SiA est factoriel alors pour tout n œ N,A[X1, . . . Xn] est factoriel.

E������ ��. Un anneau factoriel n’est pas nécessairement principal ! Considérer par exemple
Z[X] et (2, X) qui n’est pas principal.

II. Applications aux anneaux euclidiens

II. A. Généralités [Per��, §�.�-�, p��] [Rom��, Ch�, p���] [Com��, §��.�, p���]

D��������� ��. [�������, ������ ���������]
Un stathme sur A est une application Ï : Aú ≠æ N telle que pour a, b œ A ◊ Aú, il existe
q, r œ A tels que a = bq + r avec r = 0 ou Ï(r) < Ï(b).

E������ ��. Zmuni de la valeur absolue etK[X]muni du degré sont euclidiens.

P���������� ��. Un anneau euclidien est principal.

P���������� ��. K[X] est euclidien.

A���������� ��. [���������� �’E������] Dans un anneau euclidien, il existe un algorithme
permettant de trouver lePGCD de deux éléments.

P���������� ��. Z[
1+i

Ô
19

2 ] est principal mais non euclidien.

II. B. L’anneau des entiers de G����
[Per��, §�.�, p��] [Rom��, §�.�.�, p���] [Com��, §��.�, p���]

D��������� ��. On note Z[i] = {a + ib | a, b œ Z} l’ensemble des entiers de G����.

P���������� ��. Muni du stathmeN(a + ib) = a2
+ b2,Z[i] est euclidien.

P���������� ��. Z[i]◊ = N≠1
({1}) = {±1, ±i}.

On définit� =
)

n œ N | ÷a, b œ N | n = a2
+ b2*

. On cherche à quelle(s) condition(s) n œ �.

E������ ��. 0, 1, 2, 4, 5, 8, 9, 10 œ �mais pas 3, 6, 7, 11.
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L���� ��. � est stable par produit.

L���� ��. Si p œ P , alors p œ � ≈∆ p © 1, 2 mod 4.

T������� ��. [T������� ��� ���� ������ �� F�����]
n œ � si et seulement si pour tout p œ P tel que p | n et p | 3 mod 4, alors 2 | vp(n).

P���������� ��. Les irréductibles deZ[i] sont :
• les p œ P tels que p © 3 mod 4,
• les a + ib tels que a2

+ b2 œ P .

III. Autres applications

III. A. Équations diophantiennes [Rom��, §�.�/��.�, p���/���]

T������� ��. Dans le Théorème ��, l’isomorphisme réciproque est Â≠1
: (xi

mod ai)1ÆiÆr ‘≠æ
qr

i=1 xiuibi mod a1 . . . ar où bi = a/ai et
qr

i=1 uibi = 1.

A���������� ��. Soit a, b, c œ A principal. On note d = a · b = au + bv et on écrit a = daÕ

et b = dbÕ. L’équation ax + bv = c admet une solution si et seulement si d | c, disons c = dcÕ et
dans ce cas les solutions sont de la forme (cÕu + kbÕ, cÕv ≠ kaÕ

)kœA.

R������� ��. Dans le cas où l’anneau est euclidien, on peut déterminer u et v par l’algo-
rithme d’E������.

A���������� ��. [L� ��� �� Z] Soient n, m Ø 2. Soit a, b œ Z et (S ) le système d’équations
;

x © a mod n
x © b mod m

d’inconnue x œ Z. Si n · m = 1, alors
• on cherche une relation de B����� un + vm = 1 avec u, v œ Z,
• on a alors une solution particulière deS : x0 = unb + vma,
• les solutions deS sont les (x0 + knm)kœZ.

E������ ��. Les solutions de
;

x © 2 mod 3

x © 4 mod 5
sont les (14 + 15k)kœZ.

III. B. Algèbre linéaire [MM��] [BMP��, §�.�.�, p���–���] [Gou��, §�.�, p���–���]

SoitM œ Mn(K).

D��������� ��. [�������� �������]

L’application ÏM : K[X] ≠æ K[M ]

P ‘≠æ P (M)
est unmorphisme d’algèbres. Son noyau est un

idéal deK[X] principal donc est engendré par un unique polynôme unitaire fiM appelé po-
lynômeminimal deM .

P���������� ��. On a dim(K[M ]) = deg(fiM ).

P���������� ��. K[M ] est un corps si et seulement si fiM est irréductible dansK[X].

L���� ��. [����� ��� ������]
Soit (Pi)1ÆiÆr une famille de polynômes deux à deux premiers entre eux et f œ L(E). Alors
en posantP =

rr
i=1 Pk, on a ker(P (f)) =

mr
i=1 ker(Pi(f)).

De plus, le projecteur deker(P (f)) sur l’un de ces sous-espaces parallèlement à la sommedes
autres est un polynôme en f .

E������ ��. En pratique, on utilise souvent ce lemme avec P annulateur de E. On obtient
alors unedécompositiondeE en sous-espaces stables, carker(Q(f)) est stable par f pour tout
polynômeQ.

P���������� ��. M est trigonalisable (resp. diagonalisable) si et seulement si fiM est
scindé (resp. scindé racines simples).

T������� ��. [������������� �� D������]
SupposonsM de polynôme caractéristique scindé. Alors il existe un unique couple (D, N) œ
Mn(K)

2 tel queD est diagonalisable,N est nilpotente,M = D +N etM commute avecN .
De plus,D etN sont des polynômes enM .

D��������� ��. [������������� ����-������]
M est dite semi-simple si tout sous-espace vectoriel deKn M -stable admet un supplémen-
taireM -stable.

T������� ��. M est semi-simple si et seulement si fim est sans facteur carré.

E������ ��. SiM est nilpotente, alorsM est semi-simple si et seulement siM = 0.
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������
Algorithme d’E������
SoitA un anneau euclidien. L’algorithme d’E������ détermine lePGCD de deux éléments :

Entrée : a, b œ A, b ”= 0

Sortie : d, u, v tels que au + bv = d et d = a · b

Algorithme : u0 = 1, u1 = 0, v0 = 0, v1 = 1, r0 = a, r1 = b, i = 1

Tant que ri ”= 0 :

ri+1 Ω ri≠1 ≠ qiri (division euclidienne de ri≠1 par ri)
ui+1 Ω ui≠1 ≠ qiui

vi+1 Ω vi≠1 ≠ qivi

i Ω i + 1

Renvoyer ri≠1, ui≠1, vi≠1

������
On souhaite généraliser les propriétés des anneaux classiques, et notamment de Z (Z notam-
ment). Avant de parler du plan écrire au tableau les implications entre anneaux : euclidien im-
plique principal implique factoriel, puis expliquer que la notion dePGCD (etPPCM) définie sur
un anneau factoriel va profiter des propriétés des autres types d’anneaux.
Dans la première partie, on s’intéresse à l’arithmétique dans les anneaux, avec les définitions
d’idéal, d’idéal principal, d’élément premier, irréductible, de PGCD et de PPCM. On regarde
le cas des anneaux principaux avec le théorème de B�����-B�����, l’existence d’un PPCM,
mais aussi théorème chinois qui permet par exemple de simplifier la résolution de systèmes de
congruences (cf troisième partie), mais aussi l’équivalence entre élément premier et irréduc-
tible. Enfin les anneaux factoriels permettent des manipulations algébriques plus simples, on
a une décomposition en produits irréductibles et théorème de G����.
Ensuite, on s’intéresse aux anneaux euclidiens qui sont des exemples d’anneaux principaux
dans lesquelsonaunalgorithmepermettantde trouver facilement lePGCDdedeuxéléments.
Le cas particulier de l’anneau des entiers de G���� sera étudié.
La dernière partie s’intéresse aux applications des anneaux principaux, que ce soit pour la ré-
solution d’équations diophantiennes via le théorème chinois dont on connaît la réciproque et
qui devient e�ectif dans un anneau eucliden, mais aussi en algèbre linéaire avec le lemme des
noyaux (principalité deK[X]) qui mène par exemple à la décomposition de D������.

���������

Q Résoudre x2
+ y2

= z2 d’inconnues x, y, z œ N.
R On va regarder cette équation dans Z[i].
Comme x, y, z œ N, on a d = PGCDZ(x, y, z) = PGCDZ[i](x, y, z) et on peut supposer

que d = 1 quitte à diviser les trois inconnues par d.
Soit z œ N et w = x + iy œ Z[i] tels que N(w) = z2. Soit a un diviseur de w et w. Alors
a | 2x = w ≠ w et a | 2y = (w + w)/i.
On peut choisir a irréductible puisque x, y, z sont premiers entre eux, et alors a | 2 ou a | x.
Si a | 2, on aN(a) œ {1, 2, 4}. [. . . ] On finit par montrer que w · wÕ

= 1 et on conclut en
considérant la décomposition de z en irréductibles de Z[i] [. . . ].

Q Décomposer 3 + j en irréductibles de Z[j].
R Les irréductibles de Z[j] sont (aux inversibles

)
±1, ±j, ±j2*

près) :
– les p œ P tels que p © 2 mod 3,
– les a + bj œ Z[j] tels queN(a + bj) œ P .

On calculeN(3 + j) = 7 œ P donc 3 + j est irréductible.
Q SoitA principal. Montrer qu’il existe v : A ≠æ N telle que

– v(a) = 0 ≈∆ a = 0,
– v(ab) Ø v(a) pour a, b œ A, b ”= 0,
– si v(a) Ø v(b) pour a, b œ A, b ”= 0, alors b | a ou ÷q, d œ A | 0 < v(ad ≠ bq) < v(b).

R On prend pour v(a) le nombre de facteurs irréductibles comptés avec leur multiplicité. On
démontre le dernier point par l’absurde en utilisant l’identité de B�����.

Q L’ensemble des fonctions holomorphes sur un ouvert U est un anneau satisfaisant une re-
lation de B����� entre ses éléments. Montrer cependant qu’il n’est pas principal.

R On montre en fait qu’il n’est pas factoriel. On vérifie que si f holomorphe est irréductible,
alors nécessairement f n’a qu’un seul 0. On en déduit que toute fonction possédant une
infinité de 0 n’admet pas d’écriture finie en produit d’irréductibles (par exemple sin).

Q Trouver les nombres premiers s’écrivant sous la forme p = a2
+ 2b2.

R a2
+ 2b2

= (a + i
Ô

2b)(a ≠ i
Ô

2b). On se place dans A = Z[i
Ô

2]. Le stathme N = |.|2
montre queA est principal. Puis on procède similairement au théorème des deux carrés.

Q C[X, Y ]/(Y 2 ≠ X3
) etC[X, Y ]/(X2

+ Y 2 ≠ 1) sont-ils principaux?
R Seul le second l’est !

�������������
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