EXEMPLES DE PARTIES GENERATRICES D’UN GROUPE. APPLICATIONS.

Sous-groupe engendré par une partie (c’est 'intersection des sous-groupes la contenant), par-
tie génératrice
Exemple du groupe dérivé

I. Casdes groupes abéliens

I.A. Groupes monogenes et cycliques Le groupe (Z/nZ, +)
[Rom17, §1.4-5/1.9/10.1, p13-19/27/277] [Per96, §1.1/1.7, p10/24]

Groupe monogene, cyclique, monogene/cyclique implique abélien

EXEMPLE1. (Z/nZ,+) estun groupe cyclique a n éléments engendré par 1.
APPLICATION 2. Tout groupe cyclique a n éléments estisomorphe a Z /nZ.
EXEMPLE 3. U, ~ Z/nZ: considérer Z/nZ — U, k — e27/m,

Si G estun groupe, (a) ol a € G estisomorphe a Z ou aZ/nZ pourunn € N*,

I PROPOSITION 4. Lordredek € Z/nZ est .

I COROLLAIRE 5. (Z/nZ,+) est engendré par les k tels que k An = 1.
EXEMPLE 6. Z/8Z estengendrépar1,3,5et7.

APPLICATION 7.
e Lessous-groupes d’un groupe cyclique sont cycliques.
e Si|G| = p, G est cyclique.

DEFINITION 8. [INDICATRICE D’EULER]
Pourn > 2, on définit o(n) le nombre de générateurs de (Z/nZ, +).

EXEMPLE9. Pourp € Peta € N*,onap(p®) =p*(p — 1).

PROPOSITION 10. [SOUS-GROUPES DE 7Z /nZ] B
Pour d | n, il existe un unique sous-groupe de Z/nZ d’ordre d, engendré par % et formé des
éléments dont l'ordre divise d.

I ProposITION 11. Sid | n, Z/nZ contient p(d) éléments d’ordre d.

APPLICATION12. n =}, ¢(d)

Groupe abélien de type fini, exemple des groupes abéliens finis

Groupes abéliens finis [Ulm12, Ch12, p103]

THEOREME 13. [STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS DE TYPE FINI]

Soit G un groupe abélien de type fini. Alors il existe £, € N uniques et une unique suite
di > dy > --- > dy d’entiers supérieurs a 2 tels que d; 1 | d; pourtouti < ¢ — 1 et
Gl 2)diZ < 7.

COROLLAIRE 14. [STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS FINIS]

Soit G un groupe abélien fini. Il existe un unique entier ¢ et une unique suite d; > do > -+ >
dy d’entiers supérieurs a 2 tels que d est l'exposant de G, d; 1 | d; pour touti < £ — 1 et
G ~TI'_, 2/diZ.

EXEMPLE 15. Les groupes abéliens d’ordre 24 sont isomorphes a Z /247, 7./127, x 7./27. et
(Z)67)* x 7/2Z x 7.]27.

REMARQUE 16. Dans le cas d’un groupe fini, on peut trouver des générateurs du groupe en
trouvant un élément d’ordre I'exposant du groupe, puisque l'on montre que d; est’exposant
de G. Une fois ce premier élément trouvé, on peut se restreindre a un sous-groupe de G et
réitérer l'opération, via la théorie des caracteéres.

Il. Groupe symétrique [Rom17, Ch2, p39]

On note &,, le groupe des permutations de n éléments.

Il.A. Générateurs
Les cycles engendre G,,. Application : décomposition en produit de cycles a support disjoints
(unique a l’ordre pres!)

PROPOSITION 17.
transpositions.

Toute permutation de &,, se décompose en un produit de (au plusn — 1)

EXEMPLE18. (431)=(43)(31) =(31)(14).

APPLICATION 19. La signature d’un élément o de &,, est déterminée par la parité du nombre
de transpositions intervenant dans une décomposition de o.

APPLICATION 20. Les familles suivantes engendrent &, :
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e les transpositions (14)a<i<n,
e lestranspositions (i ¢ + 1)1<i<p—1,
e latransposition (12) etlecycle (12 ... n).

Utilité : petites familles de générateurs : deux éléments suffisent a engendrer le groupe

Il.B. Groupe alterné

PRrRoOPOSITION 21. [l existe deux morphismes de &,, dans C* : identité et le morphisme £ qui
envoie toute transposition sur —1.

I DEFINITION 22. On définit le groupe alterné 2,, comme étant le noyau de la signature.

PROPOSITION 23.
e Eestavaleursdans{—1,1},
e Lasignature d’un (-cycle vaut (—1)“*1,
o Pourg € &,,0na&(0) = [[1<;cjcn %;’(J) = (—=1)"?) oui(c) est le nombre d’in-
versions de o.

I PROPOSITION 24. 2, est un sous-groupe distingué de &,,. Il est de cardinal n!/2.

I LEMME 25. %, est le sous-groupe engendré par les trois cycles.

I PROPOSITION 26. Pourn > 5,2, est simple.

I COROLLAIRE 27. Pourn > 5, les seuls sous-groupes distingués de &,, sont {Id}, 2, et G,,.

APPLICATION 28. [GROUPE DERIVE]
e D(G,) =%,

e D(2,) =%, pourn > 5.

lll. Groupes linéaires/spéciaux

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, ou K est un corps commutatif
Définition du groupe linéaire, de SL(E). Exemple des homothéties

On se raméne a étude de G£,,(K) via un isomorphisme, et G£,, (K) ~ GL,,(K)
Proposition: u € GL(F) <= keru = {0} <= Im(u) = F < det(u) # 0

ll.A. Générateursde GL,(K) [Per96, ChIV, p95]

Homothéties, déterminant, u homothétie si et seulement si u stabilise toutes les droites — sta-
bilisateur de 'action de GL(FE) sur les droites

Dilatations, propriétés des dilatations de rapport ¢ {0,1}

Deux dilatations de méme rapport sont conjuguées

Transvections, définitions équivalentes

Les transvections sont conjuguées (dans S£,,(K) lorsque n > 3)

Formule de conjugaison

SL,(K) est engendré par les transvections, G£,, (K) est engendré par les transvections et les
dilatations

Approche matricielle, pivot de GAuss

SL,,(K) est connexe par arcs

Z(GL,(K)) est 'ensemble des homothéties, Z(SL,,(K)) est 'ensemble des homothéties de
déterminant 1.

Groupes dérivés

Groupe orthogonal, engendré par les réflexions orthogonales. Groupe spécial orthogonal en-
gendré par les renversements

Déplacement engendré par un nombre pair de réflexions

Groupes dérivés

Application : groupe des quaternions sous forme matricielle, conjugué, norme d’un quaternion,
produit scalaire associé, base (1,1, ], k) orthonormée, H = I &+ R, R-espace vectoriel de di-
mension 4. On définit SU,(C) = {h € H| N(h) = 1}.

Groupe orthogonal/unitaire [Per96, ChVI, p142] [CG13, §VII.3, p232]

I THEOREME 29. Ona SUy(C)/{*I2} ~ SO3(R).

1. C.

Sous-groupe Dy, de O5(R) des isométries préservant un polygone régulier a n sommets.
D, est engendré par la symétrie et la rotation d’angle 27”, d’ordres 2 et 4, ce qui donne la liste
des éléments de Ds,,.

Groupe diédral [Aud06, Chlll/V, p360] [Rom17, §3.4.3/6.1, p87/180]

APPLICATION30. D, s'injecte naturellementdans GL,(C),envoyantlarotation d’angle 27 /n

et la symétrie sur
—sin(27/n) (1 0
cos(2m/n) ) et 5= ( 0 -1 )

cos(2m/n)
R = .
sin(27/n)
Enumérations des isométries positives, des isométries négatives
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ANNEXE

Transvections, dilatations
Groupe diédral

SPEECH

Lintérét des parties génératrices est de réduire I'étude d’un groupe a ses générateurs, ce qui
permet d’obtenir des propriétés de celui-ci, comme par exemple montrer la surjectivité d’un
morphisme ou la simplicité d’un groupe.

QUESTIONS

Q Que peut-ondiredu groupe G = ((i j),(12 ... n))?

R Regardons l'action de G sur [1,n]. Posons ¢ = (j — i) A n.
Pour o € &, on note P(o) la propriété Vu,v € [1,n],u = v mod { = o(u) = o(v)
mod /.
Les éléments de G vont vérifier cette propriété. En effet P((12)) et P((12 ... n)) sont
vraies, et si P(c) et P(0’) sont vraies, alors P(c=!) et P(c0”’) le sont aussi.
Ainsi P(c) est vraie pour o € G. Or pourn > 3, P((12)) n'est vraie que si £ = 1. Ainsi si
(>1,G #6,.
Réciproquement si £ = 1, on vérifie que G = &,,.
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