
��� REPRÉSENTATIONS ET CARACTÈRES D’UN GROUPE FINI SUR UNC-ESPACE VECTORIEL. EXEMPLES.

On considère des groupes finis et des espaces vectoriels complexes de dimension finie.

I. Définitions et constructions de représentations
[Rom��, Ch�, p���] [Ser��, Ch�, p��]

Définition représentation, degré de la représentation
Remarque : on peut reformuler cela en terme d’action de groupes
Exemple : représentation triviale, représentation de degré 1 : morphisme deG dansU
Injection naturelle siG µ GLn(C) Représentations de degré 1 et 2 surSn, sur Z/2Z

Représentation naturelle deD2n dans GL2(C)

Application : pour tout g, fl(g) est diagonalisable
Représentation par permutation, représentation régulière
Représentation en somme directe
Morphisme de représentation, représentation homomorphique de degré dim(V ) dim(W )

II. Sous-représentations, irréductibilité
[Rom��, §�.�, p���] [Ser��, §�.�/�.�, p��]

Sous-représentation, représentation quotient
Si on a unmorphisme de représentation, le noyau est l’image sont des sous-représentations
Représentation irréductible. Exemple des représentations de degré 1. Contre-exemple : repré-
sentation régulière si |G| > 1

SiG est abélien, les représentations irréductibles sont les représentations de degré 1

Lemme de S����, lemme deM������

III. Théorie des caractères
[Rom��, §�.�/�.�, p���] [Ser��, Ch�, p��]

III. A. Caractères et fonctions centrales
Caractère (irréductible) associé à une représentation (irréductible)
Exemple : en dimension 1 c’est unmorphisme de groupes
Exemple : calcul du caractère de la représentation régulière
Les caractères sont constants sur les classes de conjugaison, ‰(g) est somme de racines de
l’unité, ‰V üW = ‰V + ‰W

Deux représentations isomorphes ont même caractère
Introduction de l’espace des fonctions centrales, du produit scalaire

III. B. Orthogonalité des caractères
Produit scalaire entre caractères irréductibles : 1 s’ils sont isomorphes, 0 sinon
Se donner une représentation irréductible revient à isomorphisme près à se donner un carac-

tère irréductible
On a un nombre fini de caractère irréductibles, inférieur au nombre de classe de conjugaisons
Nombre d’apparitions d’un caractère irréductible dans une représentation
Deux représentations de même caractère sont isomorphes
Se donner une représentation revient à isomorphisme près à se donner un caractère! L’en-
sembles des traces su�it à caractériser fl : on réduit l’étude des représentations aux caractères!
|G| =

q
i n2

i (via la représentation régulière), les caractères formentunebaseorthonorméedes
fonctions centrales. Il y a donc autant de caractères irréductibles que de classes de conjugaison
Définition d’une table de caractères, propriétés d’orthogonalité des lignes (pondérées par le
cardinal de la classe!, signifie l’orthogonalité des caractères), des colonnes

IV. Exemples

IV. A. Groupes cycliques et abéliens [Col��, §I.�.�, p���–���] [Rom��, §�.�, p���]

Table des caractères d’un groupe cyclique
SoitG un groupe abélien fini.

D��������� �. L’exposant deG est le plus petit d œ N
ú tel que gd

= 1 pour tout g œ G.

T������� �. [��������� ��� ������� �������� �����]
Il existe un unique entier ¸ et une unique suite d1 Ø d2 Ø · · · Ø d¸ d’entiers supérieurs à 2

tels que d1 est l’exposant deG, di+1 | di pour tout i Æ ¸ ≠ 1 etG ƒ
r¸

i=1 Z/diZ.

IV. B. Groupes de permutations [Pey��, §VIII.�.�/VIII.�.�, p���–���]

Il y a autant de classes de conjugaison que de représentations irréductibles : le nombre de par-
titions de n.
Représentations de degré 1 : signature et triviale
Exemple deS3 : caractère associé à l’action sur un triangle. Table des caractères.
SoitG un groupe fini. Soient ‰1, . . . , ‰r ses caractères irréductibles.

L���� �. Soit ‰ associé à (fl, V ) représentation de G. Alors ker(fl) = ker(‰) =

{g œ G | ‰(g) = ‰(1)}.

P���������� �. Les sous-groupes distingués deG sont les (fliœI ker ‰i)IµJ1,rK.

A���������� �. Table des caractères deS4.
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������
Tables de caractères de quelques groupes.

������
Les représentations font un lien important entre groupes et géométrie.
Dans un premier temps on définit les représentations et comment construire/définir des repré-
sentations à partir d’autres : par exemple la représentation par permutation, ou la construction
en augmentant le degré de la représentation ...
Est-il possible de faire l’inverse, de réduire une représentation? C’est l’objet de la seconde par-
tie où l’on introduit la notion de représentation irréductible, sorte de brique élémentaire des
représentations.
Ensuite, on s’intéresse à la théorie des caractères, qui sont des fonctions centrales, ensemble
qui peut être muni d’un produit scalaire pour lequel les caractères forment une base ortho-
normée, dont découlent de nombreux corollaires de décomposition . . . dont la caractérisation
d’une représentation par son caractère!
Dans une dernière partie on s’intéresse aux exemples des groupes cycliques, abéliens, et au
groupe des permutations.

������������
Il faut maîtriser les interprétations géométriques des caractères (par exemple pourA4).

���������

Q Comment obtient-on la représentation régulière? Pourquoi est-elle utile?
R C’est une représentation naturellement induite par l’action par translation à gauche de G
sur lui-même (ou idée des permutations).
Elle a l’avantage d’être fidèle, son caractère associé est très simple puisque‰(g) = |G|1g=e

(attention cen’est pas le casde la représentationdepermutationoùSn agit sur J1, nKetnon
sur lui-même!). De plus, chaque représentation irréductible est une sous-représentation de
la représentation régulière, ce qui lui confère un rôle important notamment pour montrer
que les caractères formentunebasedes fonctions centrales, puis aprèsobtenir des relations
comme |G| =

q
n2

i et l’orthogonalité sur les colonnes/lignes.
Q À quoi sert de lemme de S����?
R Le lemme de S���� intervient notamment dans l’étude des calculs de produits scalaires,
donc pour montrer que les caractères sont orthonormés, et l’orthogonalité des colonnes/-
lignes.

Q Retrouver les caractères deS3 et donner leur interprétations.
Q Soit G un groupe fini possédant 7 classes de conjugaison et pour lequel on connaît deux

caractères :
C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7

◊ 1 1 1 Ê Ê2 Ê Ê2

‰ 2 ≠2 0 ≠1 ≠1 1 1

où Ê est une racine 3-ième de l’unité distincte de 1. Peut-on déterminer la table des carac-
tères deG? L’ordre deG? Le cardinal de chaque classe de conjugaison? Les groupes distin-
gués?

R On complète déjà la table par le caractère trivial. Ensuite, on remarque que le produit de
deux caractères irréductibles est un caractère irréductible lorsque l’un d’entre eux est de
degré 1 (en calculant le produit scalaire, on peut aussi donner la représentation associée),
ce qui permet de compléter la table par ◊2, ◊‰ et ◊2‰ ! (on pouvait aussi passer au caractère
conjugué, caractère de la représentation duale associée ...)
Par ailleurs on sait qu’il y a 7 caractères irréductibles, il n’en manque qu’un :

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7

‰triv 1 1 1 1 1 1 1

◊ 1 1 1 Ê Ê2 Ê Ê2

‰ 2 ≠2 0 ≠1 ≠1 1 1

◊2
1 1 1 Ê2 Ê Ê2 Ê

◊‰ 2 ≠2 0 ≠Ê ≠Ê2 Ê Ê2

◊2‰ 2 ≠2 0 ≠Ê2 ≠Ê Ê2 Ê
÷ a b c

Pour obtenir le dernier caractère, on veut utiliser l’orthogonalité des colonnes. Mais on ne
connait aucune valeur. On sait juste que a œ N

ú ! Cela permet alors d’assurer que les quatre
dernières valeursducaractère sontnulles! Puis l’orthogonalitédes troispremières colonnes
donne ab = 9, ac = ≠3, bc = ≠3, d’où l’on déduit a = b = 3 puis c = ≠1. D’où finalement
le dernier caractère :

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7

÷ 3 3 ≠1 0 0 0 0

En calculant la somme des carrés de la première colonne, on obtient queG est d’ordre 24.
Remarquons par ailleurs que pour toute classeC on a

’g œ G,1C(g) =

ÿ

‰

È1C | ‰Í‰(g) =

ÿ

‰

1

|G|
ÿ

hœC

‰(h)‰(g) =

ÿ

‰

|C| |‰(g)|2

|G|

Autrement dit [G : C] =
q

‰ |‰(C)|2. Ce qui permet d’obtenir les ordres des éléments de
chaque classe :

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7

cardinal 1 1 6 4 4 4 4
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On déduit de la table le seul sous-groupe distingué strict : G8 = C1 fi C2 fi C3 (unique
8-S����).
On a [G : G8] = 3 doncG/G8 ƒ Z/3Z et si – /œ G8, on a que – est d’ordre une puissance
de 3, disons 3k. Alors — = –k est d’ordre 3.
On aG8 fl È—Í = {e} puisque les éléments deG8 sont d’ordre pairs et ceux de — d’ordre 3

(sauf e), et comme |G8| |—| = 24 etG8 est distingué, on en déduit queG = G8 o È—Í.
Reste à étudierG8. On sait queG8 possède au moins 3 classes de conjugaison, donc n’est
pas abélien. Il ne peut donc s’agir que deD8 ou deH8.
FinalementG = G8 o Z/3Z.

Q Une table de caractères permet-elle d’identifier le groupe en général?
R Non! LegroupediédralD8 et le groupedesquaternionsH8 ont lamême tablede caractères,
mais ne sont pas isomorphes!

�������������
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