GROUPE DES PERMUTATIONS D’UN ENSEMBLE FINI. APPLICATIONS.

Soit E' un ensemble de cardinal finin € N*,

DEFINITION1. [S(FE), GROUPE SYMETRIQUE G,,]
On note G(E) le groupe des permutations de E (bijections de E dans lui-méme). Il est de
cardinal n!. On note &,, = &([1,n]) le groupe symétrique.

1 2 3 ... n )
ol) o(2) oB) ... on) )’

Pourc € G,,,onnotec = <

I PROPOSITION2. Ona & (E) ~ &,
I REMARQUE 3. Ainsi on étudiera dans cette lecon uniquement le groupe G,,.

THEOREME 4. [THEOREME DE CAYLEY]
Si G est un groupe fini de cardinal n, G est isomorphe d un sous-groupe de G,,.

I. Legroupe G, : éléments et générateurs

I.A. Orbites et cycles [Rom17, §2.3/2.1, p39]

On considere laction naturelle de G,, sur [1,n] : (0, k) — o (k).
Soito € G, etk € [1,n] fixés.
On note O, (k) = {c%(k) | ¢ € Z} lorbite de k par 'action restreinte a (o).

DEFINITION 5. [SUPPORT D’UNE PERMUTATION]
On appelle support de o l'ensemble Supp(o) = {z € [1,n] | o(x) # «}.

DEFINITION 6. [/-CYCLE]

o estun /-cycles’iln’y a qu’une unique orbite non ponctuelle et qu’elle est de cardinal £. On
notealorso = (z o(z) ... ot~ 1(x)) ol x est un élément de l'orbite non ponctuelle.
Lorsque £ = 2, on parle de transposition.

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5
5246 1 3)etc:<5 2 1 4 3)'
OnaO,(1) ={1,5},0,(2) = {2} et O,(3) = {3,4,6}.

o n’est pas un cycle mais un produit de 2 cycles: o = (15)(346).c = (15 3) estun 3-cycle.

EXEMPLE 7. Considéronso =

PROPOSITION 8.
e Un(-cycleestd’ordre (,
e 2 cycles a supports disjoints commutent,
e Pourc € G,,onaco(igia ... i) 00 1= (o(iy)o(ia) ...

o (ir))

EXEMPLE9. (14)(21534)(14)=(24531).

I THEOREME 10. [THEOREME DE CAUCHY] [Rom17, §1.7, p24-25]
Si p est un diviseur premier de n, alors il existe un élément d’ordre p dans G.
l. B.

Générateurs et classes de conjugaisons [Rom17, §2.3-2.4, p42-47]

ProPOSITION 11.  Toute permutation de &,, se décompose en un produit de (au plusn — 1)
transpositions.
EXEMPLE12. (431)=(43)(31)=(31)(14).
APPLICATION 13. Les familles suivantes engendrent G,, :
e lestranspositions (1 i)2<i<n,
e les transpositions (i ¢ + 1)1<j<n—1,
e latransposition (12)etlecycle (12 ... n).

PROPOSITION 14. Toute permutation o de &,, se décompose en un produit de cycles a
supports disjoints. Ce produit est unique a lordre des cycles prés. En particulier, la suite
(l1,4a,...,¢y,) des longueurs des cycles est unique si on impose {1 > ly > -+ > {,,. On
appelle cette suite le type de o.

1 2 3

4 5 6
4 3 2 7 5

7 8 9 10
10 8 1 6

EXEMPLE 15. ( 9

) = (1478)(23)(6109).

PROPOSITION 16. [CLASSES DE CONJUGAISONS DE &,,]
Deux permutations de &,, sont conjuguées si et seulement si elles ont méme type.

APPLICATION 17. Le nombre de classes de conjugaison est le nombre de partitions de n.
Calcul du cardinal de la classe de conjugaison associée au type (¢1, .. ., £, ). Deux calculs pro-
posés, ou l'on note py, = card({i | ¢; = k}):

3 n=2<ti, _ ¢ 1y a2
(E( ¢ >(€Z 1)!) X (kl:[l pk!> T IR, kPepy!
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EXEMPLE 18. Liste des éléments de G5 regroupés par classe.

I PrROPOSITION 19. L'ordre de o est le PPCM de son type.

EXEMPLE20. (1478)(23)(6109) estdetype (4,2,3) etdoncd’ordre 12.

Il. Autour du groupe alterné

Il.A. Signature et groupe alterné [Rom17, §2.6-2.7, p48]
PROPOSITION 21. [l existe deux morphismes de G,, dans C* : l'identité et le morphisme € qui

envoie toute transposition sur —1.

DEFINITION 22. [SIGNATURE, GROUPE ALTERNE]
On appelle € l'application signature. On définit le groupe alterné 21, = ker &.

PROPOSITION 23.
e Eestavaleursdans {—1,1},
e Lasignature d’un (-cycle vaut (—1)“+1,
e Pouro € &,,0nal(o) =[lcicjcn 2(§)=0(j)

=22 = (=1)"?) ot i(o) est le nombre d'in-
versions de o.

I PROPOSITION 24. %A, est un sous-groupe distingué de &, de cardinaln! /2.

I PROPOSITION 25. Pourn > 5,2, est simple.

II.B. Applications a ’étude des sous-groupes de &, [Rom17, Ch2, p39]

I COROLLAIRE 26. Pourn > 5, les seuls sous-groupes distingués de &,, sont {Id}, 2, et S,,.

APPLICATION 27. Les sous-groupes d’indice n de &,, sontisomorphesa &,,_;.

I REMARQUE 28. &,, — 2, 49.

PROPOSITION 29. [CENTRE]
e Pourn >3, Z(6,) = {1d},
e Pourn >4, Z(,) = {1d}.

PROPOSITION 30. [GROUPE DERIVE]
e D(6,) =%,
e D(,) =2, pourn > 5.
APPLICATION 31.

Treillis de &3, &4, Az, Ay, ... [voir annexe]

lll. Applications du groupe symétrique

I1l. A. Dérangements [Rom17, Ch2, p53-55/73]

DEFINITION 32. Pourn € N*, on appelle dérangement de n une permutation de [1, n] sans
point fixe. On note d,, le nombre de dérangements de n.

(=D*

I PROPOSITION 33. Onad, =n!>;_ 7.

| COROLLAIRE 34. Le nombre de permutations de &,, ayant exactement r points fixes est

(D) = 2500 GRS

Soit F/ un K-espace vectoriel de dimension finie n ol K est un corps commutatif.

Déterminants [Gou09, §3.5, p134-137]

THEOREME 35. [PROPRIETES DE A, (F)]
Lensemble A, (E) des formes n-linéaires alternées de F est un espace vectoriel de dimension
1. Il existe une unique forme n-linéaire alternée égale a 1sur une base donnée de B.

DEFINITION 36. [DETERMINANT DANS UNE BASE]

Soit B une base de E. On appelle déterminant dans la base B, et on note detz, unique
forme n-linéaire alternée égale a1sur B.

On appelle déterminant de A € M,,(K) le déterminant des vecteurs colonnes de A dans la
base canonique de K™. On le note det(A).

COROLLAIRE 37. [EXPRESSION DE detj]
Soientxy, ..., x, desvecteursde E. Ennotant (z; 1, . .
base Bde E,ona:

., x; ) les coordonnées de z:; dans une

detg(l‘l, ce- 7xn) = Z 5(0)'771,0(1) X o X Ty o(n)

ceS,
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EXEMPLE 38. Regle de SARRUS : déterminant en dimension 3. [voir annexe]

APPLICATION 39. Ilyaplus (resp. moins) de dérangements impairs que de dérangements pairs
dans &,, lorsque n est pair (resp n. > 1 impair).

1. C.

Soit K un corps commutatif.

Matrices de permutation et représentation [Rom17, §2.8.3, p56-57]

DEFINITION 40. [MATRICE DE PERMUTATION]
Pour o € &, on appelle matrice de permutation associée a o la matrice P, définie par

(Po)ij = Lico(j)-

0 0 O 0 1
1 0 0 0 0
01 0 0 0
EXEMPLE41. Py =I,etPi23., =] 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
THEOREME 42. P 60" : gﬁ;(K) est un morphisme de groupe injectif et on a

det(P,) = &E(o).
Autrement dit on a une représentation naturelle de &,, dans K”.

I1l. D.

Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2.

Polyndmes symétriques [Rom17, §2.8.5, p57-58]

DEFINITION 43. [POLYNOME SYMETRIQUE]
Onditque P € K[ X}, ..., X,,] est symétrique si:

Vo € Gn,P(XU(l),...,XU(n)) = P(Xl,...,Xn)

EXEMPLE 44. Les polyndmes Sy, ,, = Zl<i1<i2<---<ik<n Xiy Xiy .. Xi, (pour0 < k < n)
sont des polyndmes symétriques, appelés polynémes symétriques élémentaires.

THEOREME 45. Soit P € K[ X, ...
Qe K[Xy,...

, X,] un polynéme symétrique. Alors il existe un polynéme
,Xn] telque P(Xl, . 7Xn) = Q(Sl,na S27n, ey Smn)

I REMARQUE 46. Le résultat est en fait vrai en remplagant K par un anneau.

EXEMPLE 47. [Gou09, §2.4, p79] Expressionsde P = X3 + Y3 + 73 € R[X,Y, Z] etQ =
NX2X2X; € R[Xy,...,X,]pourn > 5.

Groupe des isométries préservant une partie de £. Isométries positives/négatives ...
Lisobarycentre est conservé par une isométrie (en particulier un potentiel centre de symétrie).
Bijection isométries positives/négatives.

On se place maintenant dans un espace affine de dimension 3.

Définition d’un polyedre.

Isométries préservant le tétraédre régulier : isomorphe a G .

Groupe symétrique et géométrie  [Rom17,§3.4, p84] [CG13, §XII.3, p365]

I THEOREME 48. Isom(C) ~ &4 x Z/2Z etIsom™ (C) ~ G,.

Lien entre isométries préservant le tétraedre et le cube

COROLLAIRE 49. [FORMULE DE BURNSIDE] [Rom17, §1.10, p37]

1 .
0] = [l > IFix(g)]

g€eG

APPLICATION 50.
rentes.

On peut colorier les 6 faces du cube avec 3 couleurs de 57 maniéres diffé-
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ANNEXE

Régle de SARRUS, treillis de groupes

SPEECH

Etudier la structure du groupe &,, est intéressant car ce groupe intervient naturellement dans
de nombreuses situations, comme nous allons le voir. De plus, l'isomorphisme canonique
Gg ~ &, pourtout ensemble F tel que |E| = n et le théoréme de CAYLEY rajoutent de lattrait
pour ce groupe.

Dans une premiére partie, on regarde l'action de groupe naturelle de &,, sur [1, n], on définit
notamment les orbites et on a le théoréme de CAuCHY. Cela mene a la décomposition des per-
mutations en cycle disjoints et aux familles engendrant &,,.

La deuxieme partie s’attaque a I’étude de 'unique morphisme de groupes de &,, dans C non tri-
vial: la signature. Son noyau, 2,,, possede de nombreuses propriétés, on montrera notamment
en développement qu’il est simple pourn > 5.

Enfin on s’attardera sur les différentes applications du groupe &,,, aussi bien pour le dénombre-
ment de dérangements, le calcul de déterminant que pour les polynémes symétriques. Notons
aussi l'utilité de &,, en théorie des représentations et en géométrie.

QUESTIONS
Q Dénombrer les classes de conjugaison de &g.
Q Montrer qu’il existe un sous-groupe de G isomorphe a Z/27 x Z/3Z. Soiti : Z/27 X

7./37 — &g un morphisme injectif. Quelle est la signature de i((1,2))?

R Par exemple, ((12),(345)) estun sous-groupe de S isomorphe a Z/27Z x Z/3Z.

Puis (1, 2) estd’ordre 6 donci((1,2)) estaussid’ordre 6 : c’est soit un 6-cycle, soit un produit
d’un 3-cycle par un 2-cycle. Dans tous les cas, la signature est —1.
On pouvait aussi utiliser le théoreme de CAYLEY pour trouver un sous-groupe isomorphe.

Q Soit G fini. Pour g € G, on pose ¢, :  — gz. Montrer que si |G| = 2n pour n impair, alors
G n’est pas simple.

Q Quelles sont les isométries D préservant un tétraédre régulier?

R D ~ &, puisque qu’en numérotant les sommets, on a directement l'injection. Comme de
plus I'échange de deux sommets (par une symétrie) correspond a une transposition, &, =
({transpositions}) C D.

Q Etpour lesisométries du cube?

R Les isométries positives sont isomorphes a G,.

BIBLIOGRAPHIE

[CG13] P. CALDERO et J. GERMONI : Histoires hédonistes de groupes et de géométries - Tome 1.

Calvage et Mounet, 2013.

[Gou09] X. GOURDON : Les maths en téte - Algébre. Ellipses, 2¢me édition, 2009.

[Rom17] J.-E. ROMBALDI : Mathématiques pour 'agrégation : Algebre et géométrie. De Boeck,
2017.

ENS Paris-Saclay - 2018/2019

Antoine BARRIER - https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Page 20 sur 236


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

	I Leçons de Mathématiques Générales
	Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.
	Groupe des nombres complexes de module 1. Sous-groupes des racines de l'unité. Applications. 
	Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications. 
	Groupes finis. Exemples et applications. 
	Groupe des permutations d'un ensemble fini. Applications. 
	Groupe linéaire d'un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de `39`42`"613A``45`47`"603AGL(E). Applications. 
	Représentations et caractères d'un groupe fini sur un C-espace vectoriel. Exemples. 
	Exemples de parties génératrices d'un groupe. Applications. 
	Structure et dualité des groupes abéliens finis. Applications. 
	Anneaux Z/nZ. Applications. 
	Nombre premiers. Applications. 
	Anneaux principaux. Applications. 
	Corps finis. Applications. 
	Extensions de corps. Exemples et applications. 
	Exemples d'équations en arithmétique. 
	Polynômes irréductibles à une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applications. 
	`39`42`"613A``45`47`"603APGCD et `39`42`"613A``45`47`"603APPCM, algorithmes de calcul. Applications. 
	Racines d'un polynôme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et applications. 
	Exemples d'actions de groupes sur les espaces de matrices. 
	Dimension d'un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang. Exemples et applications. 
	Déterminant. Exemples et applications. 
	Polynômes d'endomorphisme en dimension finie. Réduction. Applications.
	Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d'endomorphismes d'un espace vectoriel de dimension finie. Applications. 
	Endomorphismes diagonalisables en dimension finie. 
	Exponentielle de matrices. Applications. 
	Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents. 
	Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes. 
	Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications. 
	Endomorphismes remarquables d'un espace vectoriel euclidien (de dimension finie). 
	Distances et isométries d'un espace affine euclidien. 
	Systèmes d'équations linéaires ; opérations élémentaires, aspects algorithmiques et conséquences théoriques. 
	Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthogonalité, isotropie. Applications. 
	Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et applications. 
	Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie, convexité. Applications. 
	Applications des nombres complexes à la géométrie. 
	Utilisation des groupes en géométrie. 
	Méthodes combinatoires, problèmes de dénombrement. 

	II Leçons d'Analyse et de Probabilités
	Espaces de fonctions. Exemples et applications. 
	Exemples de parties denses et applications. 
	Utilisation de la notion de compacité. 
	Connexité. Exemples et applications. 
	Espaces complets. Exemples et applications. 
	Prolongement de fonctions. Exemples et applications. 
	Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples. 
	Approximation d'une fonction par des polynômes et des polynômes trigonométriques. Exemples et applications. 
	Espaces de Hilbert. Bases hilbertiennes. Exemples et applications. 
	Théorème d'inversion locale, théorème des fonctions implicites. Exemples et applications en analyse et en géométrie. 
	Applications différentiables définies sur un ouvert de Rn. Exemples et applications. 
	Extremums : existence, caractérisation, recherche. Exemples et applications. 
	Équations différentielles X' = f(t, X). Exemples d'étude des solutions en dimension 1 et 2. 
	Équations différentielles linéaires. Systèmes d'équations différentielles linéaires. Exemples et applications. 
	Exemples d'équations aux dérivées partielles linéaires. 
	Suites numériques. Convergences, valeurs d'adhérence. Exemples et applications. 
	Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions. 
	Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence un+1 = f(un). Exemples. Applications à la résolution approchée d'équations. 
	Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d'une variable réelle. Exemples et applications. 
	Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications. 
	Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes partielles des séries numériques. Exemples. 
	Analyse numérique matricielle : résolution approchée de systèmes linéaires, recherche de vecteurs propres, exemples. 
	Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrables. 
	Problèmes d'interversion de limites et d'intégrales. 
	Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d'intégrales de fonctions d'une ou plusieurs variables. 
	Fonctions définies par une intégrale dépendant d'un paramètre. Exemples et applications. 
	Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples. 
	Convergence des séries entières, propriétés de la somme. Exemples et applications. 
	Fonctions holomorphes sur un ouvert de C. Exemples et applications. 
	Séries de Fourier. Exemples et applications. 
	Transformation de Fourier. Applications. 
	Utilisation de la notion de convexité en analyse. 
	Espérance, variance et moments d'une variable aléatoire. 
	Loi d'une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications. 
	Convergences d'une suite de variables aléatoires. Théorèmes limite. Exemples et applications. 
	Variables aléatoires discrètes. Exemples et applications. 
	Exemples d'études et d'applications de fonctions usuelles et spéciales. 

	Bibliographie

