I. Généralités et outils des groupes finis [Per96, Ch1, p9-18]

I.A. Vocabulaire des groupes finis

DEFINITION1. [GROUPE, SOUS-GROUPE, MORPHISME, ORDRE]

e (G, x) est un groupe si G est un ensemble muni d’une loi de composition interne x
associative, admettant un élément neutre 1 et telle que tout élément admet un élément
inversible.

G est dit commutatif ou abélien si xy = yx pourz,y € G.
G est dit fini s’il est de cardinal fini.

e H C G estun sous-groupe de G s'il est stable pour la loi de G et que c’est un groupe
pour la loi induite.

e ¢ : G — G’ estun morphisme de groupes si G, G’ sont des groupes et si ¢(g192) =
?(g1)¢(g2) pour tout g1, g2 € G.

e Pour g € G, on appelle ordre d’un élément g € G le plus petit entier n non nul tel que
g™ =1.0nlenoteo(g) etonal|{g)| = o(g).

EXEMPLE2. Z/nZ,&, sontdes groupesfinis. Lordre de 1 estn,'ordrede (aj ay ... ag) est /.

Soit (G, .) un groupe fini d’ordre n € N*.

DEFINITION 3. [CLASSES A GAUCHE]
Pour H < G, on définit G/H = {gH | g € G} ’'ensemble des classes a gauche modulo H.
Onnote [G : H] = |G/H|.

THEOREME 4. [THEOREME DE LAGRANGE]
L'ordre de tout sous-groupe de G divise n. En particulier, 'ordre d’un élément de G divise n.

EXEMPLE5. Pourg € G,onao(g) | n.

DEFINITION 6. [GROUPE DISTINGUE, GROUPE QUOTIENT, GROUPE SIMPLE]
H < G estditdistingué si pour toutg € G, gH = Hg. Dans ce cas, on note alors H <1 G et
on remarque que G/ H est muni naturellement d’une structure de groupe.

EXEMPLET7. Si[G: H| = 2, H estdistingué dans G.

DEFINITION 8. [GROUPE CYCLIQUE]
G est dit cyclique si G = (g) pour un g € G (on rappelle que G est fini).

GROUPES FINIS. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I REMARQUE 9. Un groupe cyclique est abélien.

EXEMPLE 10. Le groupe U, des racines n-iémes de 'unité est cyclique d’ordre n.

DEFINITION 11. [EXPOSANT D’UN GROUPE]
On note e(G) le PPCM des ordres des éléments de G.

EXEMPLE 12. Si G est abélien, il existe g € G tel que o(g) = e(G).

I.B. Actions de groupes

DEFINITION 13. [ACTION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE, VOCABULAIRE DES ACTIONS]

On dit que G opere a gauche sur X si on a une application G x X — X (g,z) — g.x
tellequeVg,h € G,Vz € X, g.(h.x) = (gh).xetVa € X,l.x = x.

Pour x € X, on appelle orbite de z et on note O(xz) l'ensemble G.x = {g.x |z € X}.On
note O ’ensemble des orbites de X. C’est une partition de X.

On appelle stabilisateur de z € X le groupe Stab(z) = {g € G| g.x = z}.

Pourg € G,onnote Fix(g) = {z € X | g.x = z}.

EXEMPLE 14. G opére sur lui-méme par conjugaison : g.h = ghg~'. On note Int(G)
{Int(g), g € G} 'ensemble des automorphismes intérieurs de G, ol Int(g) : h — ghyg
On remarque alors que G agit sur tout sous-groupe distingué H de G par cette opération.

-1

Dans la suite de cette partie on suppose X fini.

COROLLAIRE 15. [EQUATION AUX CLASSES]
Si |G| < 400, choisissons pour chaque orbite O un représentant zo. Alorsona:

EEDNCEDS

0e0 0Oe0

Gl

[Stab(zo)|

APPLICATION 16. Notons X = {z € X |Vg € G,g.x = 2} = {z € X | Fix(z) = G}. Alors
si G est un groupe d’ordre p* ol p est premieretk > 1,ona | X%| = X mod p.

[AcTION PAR CONJUGAISON] Si G agit par conjugaison sur lui-méme, notons

> Gl

oed o2 [Zwo(G)l

EXEMPLE 17.
Z(G) = {g € G|ghg™ = h}.Alors |G| = |Z(G)| +

APPLICATION 18. Le centre d’un groupe d’ordre p* oli p est premier et k > 1 est non trivial.
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I.C.

Soit p un nombre premier diviseur de n € N*. On noteran = p*m ou p { m.

Sous-groupes de SyLow

DEFINITION 19. [p-GROUPE, p-SOUS-GROUPE DE SYLOW]

Sin est une puissance de p (m = 1), on dit que G est un p-groupe.

Plus généralement, on appelle p-sous-groupe de SyLow (ou p-SyLow) un sous-groupe de G
de cardinal p®.

I THEOREME 20. [THEOREME DE SyLow 1] /l existe au moins un p-SyLow dans G.

I COROLLAIRE 21. /[ existe au moins un sous-groupe de G d’ordre p* pour touti € [1, a].

THEOREME 22. [THEOREME DE SYLOW 2]
(i) Si H < G estun p-groupe, alors il existe un p-SyLow S tel que H < S,
(i) Les p-SyLow de G sont tous conjugués,

(iii) Notons Y. le nombre de p-SyLow de G. Alors ¥ | met¥. =1 mod p.

APPLICATION 23. Un groupe d’ordre 40 a 4 éléments d’ordre 5.

I COROLLAIRE 24. Soit S unp-SyLow de G. Alors S <1 G <= S est ['unique p-SyLow de G.

APPLICATION 25. Tout groupe d’ordre 63 ou 255 n’est pas simple.

Il. Exemples fondamentaux

Soitn € N* et p un entier premier.

Il.LA. LegroupeZ/nZ [Rom17, §1.4, p14-15]

DEFINITION 26. [LE GROUPE Z/nZ]
En remarquant que nZ est distingué dans Z, on définit le groupe quotient Z /nZ.

I PROPOSITION 27. Z/nZ est cyclique, de générateurs les d tels que d A n = 1.

I PrRoPOSITION 28. Tout groupe cyclique d’ordre n est isomorphe a Z./n’Z.

EXEMPLE 29. Un groupe de cardinal p estisomorphe a Z/pZ.

PROPOSITION 30.  [Per96, §1.7, p24] On a Aut(Z/nZ) =~
Aut(Z/nZ) est abélien de cardinal o(n).
De plus, Aut(Z/pZ) ~ (Z/pZ)* ~ (Z/(p — 1)Z).

Le groupe G,,

(Z/nZ)*. En particulier,

Il. B. [Rom17, Ch2, p39]

DEFINITION 31. [GROUPE SYMETRIQUE &,,]
On note G,, le groupe des permutations de [1, n].

THEOREME 32. [THEOREME DE CAYLEY]

Si G est d’ordre n, il est isomorphe @ un sous-groupe de &,,.

PropPosITION 33. Les familles suivantes engendrent G,,
les transpositions ((i §))1<i<j<ns

les transpositions ((11))2<i<n,

les transpositions ((1 i + 1))1<i<n—1,

la transposition (12) etlecycle (12 ... n).

supports disjoints. Ce produit est unique a lordre des cycles prés. En particulier, la swte
(01,£s,...,¢y) des longueurs des cycles est unique si on impose 61 > ly > -+ > L.
appelle cette suite le type de o.

PROPOSITION 35. [CLASSES DE CONJUGAISONS DE &,,]
Deux permutations de &,, sont conjuguées si et seulement si elles ont méme type.

PROPOSITION 36. [l existe deux morphismes de &,, dans C* : l'identité et le morphisme &
qui envoie toute transposition sur —1.

DEFINITION 37.  On appelle £ lapplication signature. On définit le groupe alterné 2L,

‘ PROPOSITION 34. Toute permutation o de &,, se décompose en un produit de cycles a
I comme étant le noyau de £.

I PROPOSITION 38. Pourn > 5,2, estsimple.

I COROLLAIRE 39. Pourn > 5, les seuls sous-groupes distingués de &,, sont {Id}, 2, et &,,.
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I"il.
1. A.

Idée : a partir des groupes que nous connaissons, créer des groupes finis « plus complexes ».

Applications

Constructions de groupes finis [Per96, §1.6, p20]

DEFINITION 40. [PRODUIT DIRECT]
e Soit Gungroupeet N, H < G telsque N, H commutent, NN H = {1} etG = NH.
Alors on dit que G est le produit direct de N par H.
e Soit N et H des groupes. Le produit direct de N et H est le produit cartésien G =
N x H,munidelaloi (n, h).(n',h") = (nn/, hh').

LEMME 41. [LEMME CHINOIS]
Z/mnZ ~ Z/mZ x Z/nZsiet seulementsim An = 1.

DEFINITION 42. [PRODUIT SEMI-DIRECT]
e SoitGungroupe, N < GetH < Gtelque NN H = {1} etG = NH.Alorsondit que
G est le produit semi-direct de IV par H.
e Soit N et H des groupes et ¢ : H — Aut(N). On définit le produit (n, h).(n', h’) =
(ng(h)(n'), hh')surG = N x H.(G,.) estalors une groupe appelé produit semi-direct
de N par H.OnnoteG = N x4 H.

EXEMPLE 43. &, = 2, x Z/2Z et le produit n’est pas direct.

EXEMPLE 44. Contre-exemple : Z /87 et le groupe des quaternions Hg ne peuvent étre écrits
comme un produit semi-direct non trivial.

lll.B. Legroupe diédral [Aud06, Ch3/5, p360] [Rom17, §3.4.3/6.1, p87/180]
EXEMPLE 45.
Id lidentité,
p larotation d’angle 7 et de centre O,
s lasymétrie d’axe (AB),
sp la symétrie d’axe la droite orthogonale a (AB) passant par O.
On vérifie que ces isométries forment un groupe isomorphe au groupe de KLEIN (Z/27)2.

Isométries du plan conservant un segment [A, B] de centre O :

DEFINITION 46. [DEPLACEMENT, ANTIDEPLACEMENT]
Un déplacement (resp. antidéplacement) est un isomorphisme dont la partie linéaire est
de déterminant 1 (resp. -1).

Soit G groupe fini d’isométries. On note G ses déplacements et G~ ses antidéplacements.

PROPOSITION 47.
e [l existe un point fixe a toutes les isométries de G,
e G est cyclique, engendré par une rotation p.
e Si G contient un antidéplacement o, alors [G : GT| = 2et G~ = oG™. o est une
réflexion dont 'axe contient le centre de p. Ona G = (o, p).

EXEMPLE 48. Le groupe des isométries du plan préservant un polygdne régulier a n cotés
de centre O contient : contient les rotations d’ordre n autour du centre et les n réflexions par
rapport aux droites joignant :
i) mrotations de centre O et d’angle ’“27” pourk € [0,n — 1],
ii) m symétries d’axe 2 sommets ou 2 milieux de c6tés opposés si n est pair, 1 sommet et le
milieu du c6té opposé si n est impair.
C’est le groupe diédral D5,,.

Ill. C. Classifications

Idée : on se donne un groupe fini. Peut-on le décomposer en produits de groupes « faciles » déja
construits?

[Szp09, §6.VI/6.VII, p254/276-278]

EXEMPLE 49. Pour p premier, un groupe d’ordre p? estisomorphe a Z/p*Z ou a (Z/pZ)?.

PROPOSITION 50. On a équivalence :
e tous les sous-groupes de SyLow de G sont distingués,
e (5 estle produit direct de ses sous-groupes de SYLOW.

PROPOSITION 51.  Soit G de cardinal pq ot p < q sont premiers. [Per96, §1.7, p27-28]
esiptq—1,G ~7Z/pZ x Z/qZ,
e sip|q—1,G~Z/pZ xZL/qZouG ~7/qZ x, L] pZ, oU ¢ est une action non triviale

deZ/pZsurZ/qZ.

THEOREME 52. [STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS] [Rom17, §1.9, p30]
Supposons G abélien fini d’ordre n. Alors il existe un unique entier £ et une unique suite d; >
dy > -+ > dy d’entiers supérieurs a 2 tels que d; 1 | d; pourtouti < £ — 1et

4
G~]]z/dz

i=1

EXEMPLE 53. Structures possibles d’un groupe abélien de cardinal 120 ou 600.

APPLICATION 54. En utilisant les propriétés vues dans cette lecon, on obtient une classification
des groupes de petits ordres. Voir le tableau en annexe.
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ANNEXE

Classification des groupes de petits ordres :

n \ Groupes de cardinal n (a isomorphisme pres)

1 {1}

2 7.)27

3 7/37

4 7.JAZ, (Z.)27)?

5 Z/57

6 7./67Z, Dg

7 Z/77

8 787, 7./A7 x 7.]27, (Z.]27)3, Ds, Hg
9 7.)9Z,(Z)37)?

10 Z/10Z, D12

11 7117

15 Z/157

21 Z/217,7)77 x Z/3Z

25 Z./257, (Z/57)?

35 7./357

36 Z./36Z, (Z/67)?

39 7./397,7./137 x 7./37.

49 7./497, (Z)TZ)?

51 Z/51Z

120 | Z/120Z,7/60Z x 7./27, 7./30Z x (Z/27)>

Quelques treillis de groupes

SPEECH

La notion de groupe est historiquement fondamentale (géométrie, étude des racines des poly-
nodmes,...). Pédagogiquement, c’est la premiere structure algébrique qui apporte une richesse
mathématique. Dans cette lecon, on essaye de construire des groupes de petits cardinaux.
Tout d’abord, quelques rappels de vocabulaire et le théoréme de LAGRANGE qui est un résultat
fondamental. Puis on introduit les actions de groupes qui sont des outils importants en théorie
des groupes, et ménent notamment a ’équation aux classes. La théorie de SyLow, 'étude des
p-groupes, a aussi un réle majeur, car elle permet de donner des informations sur un groupe a
partir de son cardinal. Le premier théoreme de SyLow sera proposé en développement.
Ensuite, on s’intéresse a deux exemples fondamentaux : Z/nZ, avec notamment un isomor-
phisme classique avec les groupes cycliques, et G,,, dont 'intérét de ’étude est appuyé par le
théoréme de CAYLEY. La simplicité de 2L, pourn > 5 sera proposée en développement.

Enfin, dans la derniére partie, on regarde comment créer de nouveaux groupes a partir de
groupes simples connus, notamment via les produits (semi)-directs. Le produit semi-direct

nous permet notamment de parler de groupe diédral. Puis inversement on s’intéresse a la clas-
sification des groupes de petits cardinaux.

COMMENTAIRES

Autres références possibles : [Ale99,Com98, Dem09]

QUESTIONS

Q Un groupe d’ordre 12 ou 30 est-il simple?

R Pourn = 12, on a nécessairement 1 ou 4 3-SyLow. S’ily en a 1, le groupe n’est pas simple.
Sinon, ily a 8 éléments d’ordre 3 car les 3-SyLow sont d’intersections {1}, doncily a un seul
2-SyLowqui contient les 3 éléments restants et 1. Donc le groupe n’est pas simple non plus.
Pour n = 30, c’est similaire.

Q Enumérer les groupes de cardinal 12.Y en a-t-il des non commutatifs?

R Ily a5 groupes de cardinal 12 (a isomorphisme pres). 2 sont abéliens, les autres, comme le
groupe diédral D12, ne le sont pas.

Q Soit H non distingué. Peut-on munir G/H d’une structure de groupe?

Q Tous les sous-groupes de Z sont distingués, est-ce normal?

R Ouicar Z est abélien.

Q Un groupe dont tous les sous-groupes sont distingués est-il abélien?

R Parforcément : prendre 'exemple de Hg!

Q Donner les groupes abéliens de cardinal 120, a isomorphisme pres.

Q Soit H < G, S < H un p-SyLow de H. Montrer que S < G.

Q Pourquoi les groupes suivant sont-ils différents : Z/nZ, &,,, Dy,, GL,,(K)?

Q Soit A est un anneau intégre et G un sous-groupe fini de A*. Montrer que G est cyclique.
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