GROUPE DES NOMBRES COMPLEXES DE MODULE 1. SOUS-GROUPES DES RACINES DE L’UNITE.
APPLICATIONS.

I. Del’exponentielle complexe au groupe U

I.A. Autour de ’exponentielle [Rud98, Prologue, p1-4] [AF93, §V1.7, p226]

DEFINITION1. [EXPONENTIELLE, COSINUS ET SINUS]
On définit les séries entiéres suivantes :

(_1)n22n+1
(2n+1)!

sin(z) = Z

neN

PROPOSITION 2.
(i) exp, sin, cos sont des séries entiéres de rayon de convergence infini et sont donc définies
et holomorphes sur C. De plus exp est sa propre dérivée,
(i) Pourtoutz € C, onaexp(iz) = cos(z) + isin(z),
(iii) Pour§ € R, cos(f) et sin(6) sont réels et || = 1.
(iv) exp est un morphisme surjectif de (C, +) dans (C*, x) de noyau iaZ pouruna € R.
(v) Pourzi,zy € C, exp(z1 + 2z2) = exp(z1) exp(z2),

REMARQUE 3. Onnotealors& : R — C*,t — e'’ et m = a/2 (ainsie’™ +1 = 0).
Cette application associe a un angle ¢ l'unique point u de module 1 dont angle entre [Ox)
et [Ou) est t. On le précisera dans la partie II. A. .

COROLLAIRE 4. [FORMULE DE MOIVRE ET D’EULER]
e Pourn € Netd € R, ona(cos(0) +isin(f))" = cos(nd) + isin(nf).
e Pourf € R, onacos(f) = % etsin(f) = ¢ -

0 _ o

21

APPLICATION 5. Développement de cos(nf) etsin(nf) par laformule de MoIvrE. Linéarisation
de cos™(f) et sin™(6) par les formules d’EULER. Exemples de cos® (6) et sin(56).

APPLICATION 6. Polyndme de TCHEBYCHEV.

APPLICATION 7. Calcul des noyaux de DIRICHLET et FEJER :

N

§ ein. _

n=—N

%) sin?(N./2)

sin?(./2)

sin (

Dn sin(./2)

1 N—-1 N |n|
et Ky=~> Dy= ZN(_N)e”:

n=0 =—

OnnoteraU = {z € C| |z| = 1} le groupe des racines de l'unité, Uy = {e*?™ |p € Q}. Pour
n € N*,on pose U, = {e%'% |k € N*} le sous-groupe des racines n-iémes de I'unité.

Le groupe des nombres complexes de module 1 [AF93, §VI.7/8, p226]

EXeMPLE 8. U, U,, Us, Uy et représentation sur le plan. [VOIR ANNEXE]

PROPOSITION 9.
e Pourn € N*,U,, C Ug C U sont des sous-groupes de (C*, x) et U,, est fini d’ordre n.
e & : R +—— Uestun morphisme surjectif et induit un isomorphisme R /277 ~ U.
o R* xU:C* —, (r,u) — r&(u) est un isomorphisme de groupes.

APPLICATION 10. Pourn >2,0na); . w=0.

APPLICATION 11.  Résolution de 2™ = 2y pourun z € C.

PROPOSITION 12.
(i) Tout sous-groupe de U est soit discret, soit dense dans U. De plus les seuls sous-groupes
discrets sont les (Uy, ) nen.
(ii) Ugq est dense et £ induit un isomorphisme Q/7Z ~ Ug.
(i) Les sous-groupes compacts de (C*, x) sont U et les (U,, ) nen.
(iv) Chaque U, est cyclique et isomorphe a Z./nZ. Les générateurs de U,, sont les racines
n-iémes primitives de lunité : U = {2 |k € Zetk An = 1}.
(v) ¢n: U —>

Ly n est un morphisme de groupe continu pourn. € Z*, de noyau U,.

EXEMPLE 13. Racines primitives 2, 3,4, 8-émes de l'unité.

PROPOSITION 14. On note p(n) le cardinal de U}Y.
e U, C U, sietseulementsid | n,
e U, = Ud|nU;:

o 1=y, eld).

I REMARQUE 15. u € U, est d’ordre n si et seulement si u? # 1 pourtoutd < ntel qued | n.
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Il. Angles orientés et argument

IIl.A. Angles orientés et rotations du plan [Audos, §111.1, p73] [Rom17, §4.6, p112]

Notion d’angles orientés, lien avec I'argument d’un nombre complexe

DEFINITION 16. [ROTATION]
La rotation autour de 0 d’angle 0 est Uapplication ryp : C — C, z — 2E(6).
La rotation autour de @ € C d’angle 6 est 'application g, , : C — C, 2z — a + 19(z — a).

PROPOSITION 17.
tation autour de 0.

Les rotations sont des isométries. En particulier U est stable par toute ro-

APPLICATION 18. [ROTATIONS PRESERVANT UN POLYGONE A 12 COTES]
Les rotations du plan préservant un polygone régulier a n cotés de centre O est un groupe
constitué des n rotations de centre O et d’angle *2™ pour k € [0,n — 1]. Autrement dit C’est

{z+— 2w|weU,}. !

REMARQUE 19. Sil’on rajoute les n symétries d’axe 2 sommets ou 2 milieux de cotés opposés
sin est pair, 1 sommet et le milieu du c6té opposé si n est impair, on obtient le groupe des
isométries du plan préservant le polygone régulier a n cOtés : C’est le groupe diédral Ds,,.

Il. B. Argument continu et logarithme continu sur les ouverts de C*

[Tau06, §5.3, p62]

DEFINITION 20. Soit Q un ouvert de C*.
e Un argument continu sur €2 est une application continue © : 2 — R telle que pour
toutz € Q, 5 =Eo0 O(z).
e Un logarithme continu sur ) est une application continue £ : Q@ — C telle que pour
tout z € Q, z = exp ol(2).

ProPOSITION 21. SoitQ? =C\R_.
e Il existe un argument continu © sur Q. Si on suppose de plus © a valeurs dans | — 7, 7|,
on a alors unicité et on appelle © la détermination principale de 'argument,
o [l existe un logarithme continu sur Q.

PROPOSITION 22. Soit Q un ouvert connexe de C et £ : Q) — C. Alors on a équivalence :
o llexiste C' € C tel que C + (¢ est un logarithme continu sur (),
o (estune primitive de z — 1/z sur Q.

En particulier, tout logarithme continu sur Q) est holomorphe.

lll.A. Définitions et propriétés
Soit n € N*.

Polynomes cyclotomiques

[Per96, §3.4, p80]

DEFINITION 23. [POLYNOMES CYCLOTOMIQUES]
On définit le n-ieme polyndme cyclotomique ®,, € C,,[X] par @,,(X) = [[ocyx (X — Q).

Exemples, ...
PROPOSITION 24.

(i) ®,, estunitaire de degré p(n) = card({k € [1,n] |k An = 1}).
(i) X" —1= Hd‘n ®,. En particulier, sin est premier : ®,, = X™ — 1,

I PrROPOSITION 25. &, € Z[X].
I THEOREME 26. ®,, estirréductible sur Z et donc sur Q.

I COROLLAIRE 27. Ona [Q[e*™/™] : Q] = ¢(n).

lll. B. Applications [Gou09, p89/93] [FGNO7, p213]

THEOREME 28. [THEOREME DE WEDDERBURN]
Toute algebre a division finie est un corps.

THEOREME 29. [THEOREME DE KRONECKER]
Soit P € Z[X] unitaire tel que toutes les racines de P sont de module inférieur ou égal a1
et P(0) # 0, alors toutes les racines de P sont des racines primitives de l'unité.

COROLLAIRE 30. [THEOREME DE KRONECKER]
Soit P € Z[X] unitaire de degré n et irréductible sur Q. Si toutes les racines de P sont de
module inférieur ou égal a1, alors P = X ou P = ®,,.
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IV. Autres applications

IV.A. Représentations linéaires complexes [ caractéres d’un groupe abé-

lien fini? [Rom17, Che, p179] [Ser98, Ch2, p23]

Soit G un groupe et E un C-espace vectoriel de dimension finie.

DEFINITION 31. [REPRESENTATION]
Une représentation (linéaire) de G dans F est un morphisme de groupes p : G — GL(E).

REMARQUE 32. Se donner une représentation de G dans E revient a se donner une action
de groupes de G sur E en posant p(g)(z) = g.z.

PrROPOSITION 33. Lorsque dim(E) = 1 et G estfini, E ~ Cetonap(g)y : U — U pour
toutg € G.

EXEMPLE 34. [REPRESENTATION TRIVIALE] p : ¢ — Id g est une représentation de G sur E.

EXEMPLE 35. Si E estdedimension1:
e lesreprésentationsde &,, dans Esontp: o — Idgetp: o — e(o) ldg.
o lesreprésentations de Z/27Z dans E sont p : T — Idg et p définie par p(1) = — Idg.

EXEMPLE 36. [REPRESENTATIONS DE PERMUTATIONS]

&, — GL,(C),o — P, estune représentation de &,, sur C™.

Plus généralement, si G est fini de cardinal n et E est de dimension n, soit (e4) 4e une base de
E. Alors 'application linéaire p(g) définie par p(g)(en) = egn pour b € G définit une représen-
tation de G dans E.

Caracteéres : propriétés des caractéres : somme de racines de 'unité, etc
Table des caractéres irréductibles de Z/nZ : on retrouve des racines n-iemes de l'unité ...

IV.B. Transformée de FOURIER discréte et interpolation polynomiale

[Pey04, §l111.2, p65]
Soit N € N* etw = exp(2in/N).

DEFINITION 37. [TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE]
Soit f = (fo,..., fn_1) € CN*1 0On définit la transformée de FOURIER discréte de f par le

vecteur f tel que:

N-1
A 1 ki
\V’k'E[[O,N—l]], fk:ﬁ]g:o fjw !

I PROPOSITION 38. Lapplication f — f est un isomorphisme d’espaces vectoriels de C™

dans lui-méme.

REMARQUE 39. Autrementdit, pourtout (co, ...,cy—1) € C”, il existe un unique polyndme
P=LSN e, X e Cn_1[X]tel que pourtoutk € [0, N — 1], 0na P(w*) = ;.

COROLLAIRE 40. La transformée de FOURIER inverse discréte de f est le vecteur de j-iéme
< N—-1 p 1
coordonnée Y, _ " frw"i.

APPLICATION 41. [TRANSFORMEE DE FOURIER RAPIDE]
On peut calculer la transformée de FOuRIER discrete d’un N-échantillon en O(N log(N)) (alors
que la formule initiale donne un O(N?)).
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ANNEXE

Dessin du cercle unité et racines primitives, polygones réguliers.
Table de caractéres

SPEECH

Les nombres complexes sont un outil puissant, en géométrie comme en algebre. Leur richesse
est en grande partie déterminée par la sphére unité et les propriétés de ses éléments, notam-
ment de ses sous-groupes, interviennent donc fréquemment.

Dans une premiere partie, on reconstruit C a partir de 'exponentielle complexe, cela mene aux
propriétés de linéarisation et aux propriétés de U.

Dans un second temps, on s’intéresse aux déterminations continues d’argument et de loga-
rithme.

Ensuite, on regarde les applications en algébre avec les polyndmes cyclotomiques et leurs pro-
priétés.

Enfin, il y a de nombreuses autres applications du groupe des racines de 'unité, nous regar-
dons leur role dans les représentations linéaires complexes, puis dans les questions autour de
la transformée de FOURIER discréte, qui permet des multiplications rapides.

QUESTIONS

Q Pourquoi sait-on qu’il n’y a pas d’argument continu sur C*?

R Pour le logarithme, on sait que c’est une primitive de z — 1/z, et en intégrant sur un
chemin fermé on ne trouve pas 0.

Q Donner des applications des polynémes cyclotomiques?

Q Soita € [0, 7/2[. Partantde zy = 1, 0n génére x; comme le point d’intersection distinct de
xo du cercle trigonométrique avec la droite passant par z et d’angle « avec la droite (Ox1).
Puis les points za, x3, ... sont générés itérativement de maniere similaire : z;, ; est obtenu
comme le point d’intersection distinct de z; du cercle trigonométrique avec la droite pas-
sant par z; et telle que (Oxz;) est la bissectrice de x; 1x;T;41. Calculer zy, s, . ... Montrer
que {x;},.y est fini ou dense dans U.

o)

Distinguer selon que /7 soit commensurable ou non.

Q Peut-on trouver deux dés de lois indépendantes p et v telle que la somme des deux dés
suive une loi uniforme sur [2, 12].

R Supposons que ce soit le cas. On calcule la fonction génératrice de la somme des deux dés

eton obtient g1, 2(s) = rs>1=5" = g1(s)ga(s). Ainsi g2 a 0 pour racine double et les

11
10 autres racines sont Uy; \ {1}, g1 a 0 pour racine simple et des éléments de Uy, \ {1}
conjugués, tout comme g,. C’est absurde puisqu’alors soit g; a 7 racines et g, en a 5, mais

elles ne peuvent pas avoir chacune 6 racines.
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