EXEMPLES DE SOUS-GROUPES DISTINGUES ET DE GROUPES QUOTIENTS. APPLICATIONS.

Soit G un groupe et H un sous-groupe de G.

I. Définitions et premiéres propriétés [Per96, Chl, po]

I. A.

Définition d’une classe a gauche, ensemble quotient, indice, théoréme de LAGRANGE.

Classes a gauche

Définition groupe distingué, exemples (noyau d’un morphisme...)

Cas des groupes abéliens (réciproque fausse, cf quaternions), sous-groupe distingué équivaut
a réunion de classes de conjugaison

Exemple des sous-groupes d’indice 2 qui sont toujours distingués

Notion de groupe quotient, exemple de Z/nZ

Bijections entre sous-groupes de G contenant H et sous-groupes de G/ H. Exemple des sous-
groupes de Z/nZ.

Sous-groupes distingués [Rom17, §10.1, p277]

I. C.

Groupe caractéristique, caractéristique implique distingué

centre d’un groupe : caractéristique

Commutateurs, groupe dérivé : c’est un groupe caractéristique et G/D(G) est abélien. Cest le
plus petit sous-groupe distingué pour lequel G/ H est abélien.

Exemples de groupes dérivés pour le groupe symétrique

Normalisateur de H : plus grand sous-groupe de G dans lequel H est distingué.

Liens avec d’autres sous-groupes

I. D.

Propriété universelle du groupe quotient, isomorphisme G/ ker(f) ~ Im(f).
Application au groupe cycliques d’ordre . : isomorphes a Z/nZ, isomorphisme R/27Z ~ U de
’exponentielle, déterminant
Théorémes d’isomorphismes :
e si H estdistingué dans G, H' est distingué dans G’ et f : G — G’ telsque f(H) C H',
alorsilexiste f : G/H — G'/H' uniquetelquen’ o f = fo.
Exemple de u € L(FE) possédant un sous-espace vectoriel F' stable : endomorphisme
quotient g, [MM16, §11.6, p18]. Exemple de I'opérateur par translation dans L7 laissant
stable les fcts cstes pp : passage au quotient dans L?,
e si H C K sontdistingués dans G : H est distingué dans K, K/H est distingué dans G/H
etG/K ~ (G/H)/(H/K),
e si H est distingué dans G, K < G. Alors H est distingué dans K H, H N K est distingué
dans Ket HK/H ~ K/(K N H).

Passage au quotient [Lan14, Ch1.3, p17]

Il. Utilisation des sous-groupes distingués

Il.A. Groupessimples [Per96, Chi, p9]

Groupes simples. Exemple si G simple non abélien: D(G) = G.

I PropPoOsITION 1. Pourn > 5,2, estsimple.

Application : sous-groupes distingués de &,, pourn # 4: {id} , 2, S,,.
Un groupe infini possédant un sous-groupe strict d’indice fini n’est pas simple.

II.B. Théorémes de SyLow

On suppose G fini d’ordre n.
Soit p un nombre premier diviseur de n. On noteran = p“m ou p { m.

[Per96, §1.5, p18-20]

DEFINITION 2. [p-GROUPE, p-SOUS-GROUPE DE SYLOW]

Sin est une puissance de p (m = 1), on dit que G est un p-groupe.

Plus généralement, on appelle p-sous-groupe de SyLow (ou p-SyLow) un sous-groupe de G
de cardinal p°.

I THEOREME 3. [THEOREME DE SYLOW 1] /l existe au moins un p-SyLow dans G.
I COROLLAIRE 4. [l existe au moins un sous-groupe de G d’ordre p* pour touti € [1,a].

THEOREME 5. [THEOREME DE SyLow 2]
(i) Si H < G estun p-groupe, alors il existe un p-SyLow S tel que H < S,
(ii) Les p-SyLow de G sont tous conjugués,

(iii) Notons X le nombre de p-SyLow de G. Alors ¥ | metX =1 mod p.

I COROLLAIRE 6. Soit S un p-SyLow de G. Alors S <1 G <= S est ['unique p-SyLow de G.

APPLICATION 7. Tout groupe d’ordre 63 ou 255 n’est pas simple.
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Il.C. Produits direct et semi-direct [Per96, §1.6, p20]

DEFINITION 8. [PRODUIT DIRECT]
e Soit Gungroupeet N, H < Gtelsque N, H commutent, NN H = {1} etG = NH.
Alors on dit que G est le produit direct de N par H.
e Soit N et H des groupes. Le produit direct de N et H est le produit cartésien G =
N x H,munidelaloi (n,h).(n', k') = (nn', hh').

LEMME 9. [LEMME CHINOIS]
Z/mnZ ~ Z/mZ x Z/nZsiet seulementsim A n = 1.

DEFINITION 10. [PRODUIT SEMI-DIRECT]
e SoitGungroupe, N < GetH < Gtelque NNH = {1} etG = NH.Alorson dit que
G est le produit semi-direct de IV par H.
e Soit NV et H des groupes et ¢ : H — Aut(N). On définit le produit (n, h).(n', h’) =
(ng(h)(n'), hh')surG = N x H.(G,.) estalors une groupe appelé produit semi-direct
de N par H.OnnoteG = N x4 H.

EXeMPLE11. &, = 2, x Z/27Z et le produit n’est pas direct.
EXEMPLE 12. Groupe diédral

EXEMPLE 13. Contre-exemple : Z/8Z et le groupe des quaternions Hg ne peuvent étre écrits
comme un produit semi-direct non trivial.

PROPOSITION 14. N x4 H est bien un groupe dont N = N x {1y} est un sous-groupe
distingué et H = {15} x H est un sous-groupe, distingué si et seulement si ¢ = 1.

II.D. Théorie des représentations
[Rom17, Ch6, p182] [Ser98, Ch2, p23] [Pey04, §VIII.1.4/VIII.2.1, p228-232]

Caracteres de degré 1. Isomorphisme G//D(\G) ~ Gviala projection (par passage au quotient)
Représentation, caractére associé, produit scalaire sur les fonction centrales, caractéres irré-
ductibles : famille orthonormée puis base orthonormée, exemple des groupes abéliens

Cas de la représentation naturelle de G/N par permutation

p représentation de G/N implique p = p o 7 représentation de méme degré, irréductible
si et seulement si p l'est.

Table de caracteres, exemple

Soit G un groupe fini. Soient 1, . . ., X, ses caracteres irréductibles.

{9 € Glx(g) =x(1)}

[1,7].

APPLICATION 17. Table des caractéres de G,.

LEMME 15.  Soit x associé a une représentation (p, V') de G. Alors ker(p) = ker(x) =

I PROPOSITION 16. Les sous-groupes distingués de G sont de la forme N;cy ker y; ot I C

lll. Le groupe linéaire

FE est un K-espace vectoriel de dimension finie n.

[Per96, ChlV, p95]

Les transvections engendrent SL(E), sont conjuguées deux a deux dans SL(E) pourn > 3

Centre de GL(E), de SL(E), groupe (spécial) projectif
PSL,, (K) est simple pourn > 3

Suite exacte de PGL,, (K)

Quelques isomorphismes simples

ENS Paris-Saclay - 2018/2019 Antoine BARRIER - https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Page 11 sur 236


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Agrégation - Lecons

103 - Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications.

ANNEXE

Treillis de quelques groupes en soulignant les groupes distingués

QUESTIONS

Q Décomposer GL,(K) en un produit (semi-)direct.

R GL,(K) ~ SL,(K) x K* et on a la suite exacte 1 — SL,,(K) — GL,(K) K 1.

Q EtpourZ?

R1-2Z 575 Z/nZ — 1oui:m— nm

Q Soit £ un espace affine contenant 0. Décomposer GA ().

R Onmontrequel — T'(£) - GA(E) — GL(E) — 1.

Q Pour les isométries du cube?

R On vérifie que Isom™ (C) x (s) ~ Isom(C) ol s est une symétrie.
Ici le produit est direct car le groupe est abélien.

Q Soit G un groupe d’ordre 300. G est-il simple?

R Ecrivons 300 = 22 x 3 x 52 et regardons les 5-SvyLow. Notons X5 leur nombre. On sait que
Y5 | 12et¥5 = 1 mod 5,donc X5 € {1,6}.Si G est simple, X5 = 6 et G agit sur Xs.
Regardons f : G — &y, ~ Sg. Son noyau ne peut étre G, c’est donc {1} et les 5-sylow
sont distingués : contradiction. Donc G n’est pas simple.
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