STRUCTURE ET DUALITE DES GROUPES ABELIENS FINIS. APPLICATIONS.

Soit G un groupe abélien fini d’ordre n.

I. Caracteéres des groupes abéliens finis

I.A. Caracteres et liens avec C¢

Définition des caracteres, structure de groupe, GxH~GxH

Exemples des caractéres de Z/nZ,de &,

x estavaleursdans U,,, x(g7!) = x(g) !, constant sur chaque classe de conjugaison
Prolongement d’un caractére de H < G en un caractére de G

Gl =0l

[Pey04, Ch1, p2]

DEFINITION 1. Pour f,g : G — C, on définit le produit scalaire :

> fx)g(x)

ze€G

(flg) = \GI

Orthogonalité des caractéres — base orthonormée, expression de f sur la base orthonormée

I.B. Théoréme de structure des groupes abéliens finis
[Col11, §1.2.4, p250-252] [Pey04, §1.2.2, p8]
Bidual R
Lapplication . : G — G, g — (x — x(g)) est un isomorphisme de groupes.

En particulier |G| = |G|

DEFINITION 2. On appelle exposant de G le plus petit d € N* tel que g¢ = 1 pour tout
g€aq.

THEOREME 3. [STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS FINIS]
Il existe un unique entier ¢ et une unique suite dy > dy > --- > d, d’entiers supérieurs a 2
tels que dy est 'exposant de G, d; 11 | d; pourtouti < {—1letG ~ Hle Z/d;Z.

Corollaire: G ~ G (non canoniquement)
Exemple :ily a 6 groupes abéliens d’ordre 600 a isomorphisme pres.

Il. Transformée de FOURIER discréte

Il.A. Définitions et premiers résultats [Pey04, §11.3, p44]

DEFINITION 4. [TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE] R
Soit f : G — C. On définit le coefficient de FOURIER associé a x € G parcs(x) =

et la transformée de FOURIER de fpar f : x € G — IGler(X) = 2 geq f(9)x(9)-

{(f1x

PROPOSITION 5. [PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER] A
e La transformée de FOURIER discréte f — f est un isomorphisme de C¢ dans C%,

e Pourf:G— C,ona f = eracf(x)x = ﬁ eraf(x)x_l,
e formule de FOURIER-PLANCHEREL,

o fxg=fg

I DEFINITION 6. On définit H# = {x € G |Vh € H, x(h) = 1} l'orthogonal de H.

I LEMME7. H# ~ @?{estde cardinal |G| / |H]|.

PROPOSITION 8. [FORMULE DE POISSON DISCRETE]
Pour toute fonction f : G — C, et pourtout g € G,ona:

> s~ g 3 Fn

heH xEH#
_ IH \
En particulier (9 = 1), ona Z f(h Z f
heH XeH#

1. B. Transformée de FOURIER rapide [Per9s6, §l11.2, p65]

Notons G, = Z/NZ ou N = 2P pour p € N*. Soit f € C. On veut calculer efficacement f.
Note : ne considérer que les groupes de la forme G, reste intéressant, par rapport a la transfor-
mée de FOURIER discrete en analyse de signaux.

On adopte justement des notations de transformée de FOURIER en traitement du signal.... c’est
équivalent avec la formulation de la TFD sur un groupe. On verra donc f comme une fonction
de CN.0On note wy = e2i™/N,

Remarque : l'algorithme naif calcule f en O(N?).

Idée : on sépare le vecteur f en 2 vecteurs et la TFD de f se sépare en deux sommes sur ses
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vecteurs de taille n/2.

Définition : si f € CV, on définit fyaire, fimpaire € CN/2 par fpaire(a) = f(2a) et fimpaire(a) = ...
Ona f(k) = fpaire(k) + W]:{kfimpaire(k)

On obtient une complexité en O(N In(N)).

Application : calcul du produit de convolution en passant en FOURIER, multiplication rapide de
polynémes

Ill. Caracteéres des corps finis [Per96, Chil, p27]

Soit p un nombre premier, ¢ = p” une puissance de p (avec r € N*),

Caracteres additifs et multiplicatifs

Exemple : 2 — (* est un caractére additif de F,, pour tout ¢. Le symbole de LEGENDRE est un
caractere multiplicatif sur F,,

¢ générateur de IF;. Permet d’obtenir un isomorphisme F ~ ﬁg
Application trace : forme linéaire sur F,, (en tant que F-espace vectoriel)

Caractére additif canonique, générateur de IF,,
Sommes de GAUss. TDF additive, multiplicative associée ...

On retrouve la loi de réciprocité quadratique en travaillant notamment avec G( (;) , \I/l)

SPEECH

L'intérét de la derniere partie est de voir F, da maniére additive (comme F,-espace vectoriel)
mais aussi de maniere multiplicative (F7). Cela permet de combiner deux types de caracteres.

QUESTIONS

Q Appliquer le théoreme de structure a (Z/56Z)* et (Z/35Z)*.
R Clest bien un groupe abélien (groupe fini d’inversibles). On a ¢(56) = (23 x 7) =

©(8)p(7) = 4 x 6 = 24 donc le groupe est d’ordre 24.
Ona24 = 3 x 23 et le théoréme chinois donne:

(Z/56Z)% ~ (Z)TZ x Z/8Z)* ~ (Z)TZ)* x (Z/8L)* ~ Z/6Z x Z./2Z x L|2.
Puis de méme:

(Z)35Z)% ~ (Z)TZ x Z/5L)* ~ L/6Z x LJAZ ~ (Z.J27)° x 7/3Z ~ 7./12Z x 7./2Z.

Sip#2:
(Z/p"Z)" =L/ (p™ — p"~")Z

Et
{1} sia=1
(z)2°2)* ~{ 7)2% sia =2
Z)27 x 7)2°"%7  sia >3
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