Indécidabilité de la confluence et de la terminaison

Dans ce développement, on montre que la confluence et la terminaison d’un systéme
de réécriture de termes est indécidable dans le cas général, en se ramenant au probléme
de correspondance de Post.

Définition 1 (PCP). Un Probléme de Correspondance de Post est donné par :
— Un alphabet A
— Un ensemble de paires de mots sur A © ((uy, o)), u;,v; € A* vérifiant |uw;] > 0

pour tout 1.
Le probléme admet une solution ssi il existe une suite d’indice (1;); tel que wy gy -+ oy, =
Uk = Wy = Uy Vgt 00 Uy,

Theoréme 1 (Admis). PCP est indécidable.

Démonstration. Il est bon d’avoir une idée de la preuve du résultat méme si on n’a pas le
temps de la faire dans le développement. Pour montrer que PCP est indécidable, on réduit
le probléme de P’arrét 4 une instance de PCP. On va encoder le déroulement de la machine
dans PCP : des {f vont servir & séparer des pas de calculs différents. On sait comment
aller d*un pas de calcul & 'autre puisque les changements sont locaux {changement d’état,
déplacement de la téte de lecture). On construit une paire (}f, ico) ot ¢ est la situation
initiale de la machine de Turing. Les autres paires sont de la forme (u, v) avec v qui est le
"pas de calcul suivant” de u, et u, v décrivent localement la configuration (bout de bande
de taille au plus 3). D

Theoréme 2. La terminaison d’un systéme de réécriture de termes est indécidable.

Démonstration. On va donc réduire PCP 4 décider la non-terminaison d’un systéme
de réécriture de termes. Etant donné une instance P = ({u;,v;}) de PCP, on va donc
construire un systéme R de réécriture tel que PCP est satisfiable ssi R ne termine pas.
En vrai, on montre méme que PCP est satisfiable ssi R posséde un cycle.

1) Trés important, ne pas négliger cette étape! Il faut bien expliquer comment encoder
des mots sur un systéme de termes : pour chaque lettre o € A, on associe un symbole
de fonction unaire 4. On rajoute une constante ¢ qui code le mot vide, et un mot
w = wy...w, sera encodé dans le systéme de termes par wi (wq{. .. (4, (c)))), qu'on
notera w.

2) On peut maintenant définir notre signature : ¥ = {2} U {a,a € A}

3) Le coeur de la réduction, le systéme de régles de réécriture :

V(uiav‘i) € P, f(ﬁi(m)aﬁi(y)az) — f(ﬂ?,y, Z) (1)

La deuxiéme régle est f(g,£,2) — f(2,2,2) qui permet de boucler si on a réussi a
matcher, mais pour éviter une boucle triviale de la forme f(e, ¢,¢), on force z & étre
non vide, d’oit les régles :

Vae A, f(e ¢ d(z)) = flalz),alx),a(z)) (2)

Maintenant que le systéme R de réécriture de termes est bien défini, il reste & montrer
qu'il ne termine pas ssi PCP est satisfiable.
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4)

(=) Soit t; = t, = ... = £, — ... une suite de réduction infini de R. On montre
d’abord que cette suite utilise une infinité de fois les réduction (2). En effet, si ce
n'est pas le cas, on regarde la suite aprés la derniére réduction de type (2), et on
peut définir une mesure sur les termes qui est décroissante pour les réductions (1) :
|f(x,y, 2)] = [z} + ly], |a(z)| = 1 + |=]. On ne peut donc pas avoir une suite infini de
réductions (1},

Il existe donc iy tel que £;, =% ¢4, et donc il existe 2 € A* tel que t;,4; = f (2,2, 2).
On regarde 4; le prochain instant ol on utilise une réduction (2), ce qui nous donne
une suite d’indice &; tel que z = @ (... (W,(€))) = T, (.. (Tg, (¢))) puisqu'on utilise
seulement des réductions (1) entre les deux instants. On a donc directement une
solution au PCP qui est donné par la suite d’indice k; et le mot correspondant dans
A*.

(«=) Si on a une solution z = wy, ... ug, = vy, ... v, au PCP, on en déduit immeédi-
atement le cycle :

2 2,2) = f((. . ), T (), 2) = f(@n(e), Tn(e), 2) = fle,e,2) = f(z,2,2)
Ce qui donne immédiatement la non-terminaison de R.
W

Theoréme 3. La confluence d’un systéme de rééeriture de termes est indécidable.

Démonstration. On utilise le méme encodage pour les lettres et cette fois on a Jjuste besoin
d’un symbole de fonction binaire g pour tout faire marcher, ainsi que deux constantes S
et T', qu’on peut voir comme un symbole initial et un symbole terminal. On va montrer
que PCP a une solution ssi R est confluent.

1)
2)

3)

4)

On définit la signature X = {¢*, 5, T} U {d,a € A}

On a trois types de régles :
— Les premiéres permet d’essayer un matching :

V(u, v} € P, S — g(i,7)
V(u,vi) € Py glz,y) — g(w(z), T (y))

— La deuxiéme permet de repartir & zéro : g(z,y) — S
— La derniére permet de valider lorsqu'on trouve un matching : g(z,z) — T
(=) Soit t un terme et t —* £, ~* £,. Si t1,t2 # T, on a la confluence car ¢; —*
S,ty —* S. Si maintenant ¢; — T # ¢;, on a t, —* S et il suffit de montrer que S —* T
pour conclure.
Par hypothése, PCP a une solution w correspondant aux indices (k;)i<i<m €t on a
alors :
S — 9@, W) =" 9@ (.. ), Tl ) = 9(@, W) > T

D’ot R est bien confluent.
(<) Si R est confluent, puisque S + g(a,a) — T, S et T sont joignables dans R. On
prends le plus court chemin joignant S & T (qui ne repasse donc pas par S) qui nous
donne immédiatement la suite d’indice qui construit la solution au PCP.

]




