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Théoreme 1 (inégalité de Hadamard). Soit M € 4, (C) et soient X;,..., X;, les colonnes de M. Alors :
[det M| < | Xyl -+ | Xl

ot | Xl = vX*X. De plus, il y a égalité ssi les (X;) sont orthogonaux.

Démonstration. Sidet M =0, iln’yarien a faire. Sinon, les X1, ..., X;, forment une base de C". Par Gram—
Schmidt, il existe Y7,..., Y, une base orthogonale de C" telle que :

Vk, Vi=Xp+ A Y1+ + A, Yeer AjreC

Posons N la matrice dont les colonnes sontles Y1,..., Y. Puisqu'on ne change pas le déterminant d'une
matrice lorsque que I'on retranche a une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes, les
matrices M et N ont le méme déterminant.

Les (Y%) sont orthogonaux, donc la matrice N* N s’écrit :
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N*N=| Y'Yy |=
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Ainsi, det(N* N) = |det N|?> = || V1 ]|?>---[| Y, |I?, donc |det N| = || Y1||--- || Y;,|I. Par ailleurs, par orthogonalité
des (Y;) :
() Xkl = 1Y5l? + AL PNV + -+ 1A gl Yo 1P

Donc || Yi |l < [| Xk |l pour tout k. Finalement :
(x*) |detM|=|detN|=[Y1[--- 1Vl < IXqll--- | Xpll

ce qui établit I'inégalité.

Déterminons les cas d’égalité. Si les (X}) sont orthogonaux, alors pour tout k, Xy = Yj et 'inégalité
est une égalité. Réciproquement, supposons qu’on ait I'égalité. Comme detM # 0, alors on a X # 0
pour tout k. Légalité dans (x ) impose que | X1« | Xyl = 1 Y11l --- 1Yy, # 0. Puisque || Vil < | Xkll, on a
| Xill = || Y|l pour tout k. Ainsi dans (x), les /lj,k doivent étre nuls. Donc X; = Y; pour tout k et les
Xi,..., X, sont orthogonaux. O

Définition. Soit E pré-hilbertien et soient x,...,x;, des vecteurs de E. On appelle matrice de Gram
associée aux vecteurs xi,..., X, la matrice :

(xi | xj)

On appelle déterminant de Gram des vecteurs xi,..., X, le déterminant de cette matrice. On le note
G(X1,...,Xn).

Théoréme 2. Soit V un s.e.v. de E de dimension fini n € N* et soit (e, ...,e,) une base de V. Soit x € E et

soit d = dist(x, V). Alors :
2 _ G(elyu-)en)x)

G(ely-'-ven)



Démonstration. Soit y le projeté orthogonal de x sur V et soit z = x— y. Alors d? = || z||? et par Pythagore
IxlIZ = llyll* +llz|%. De plus, (x| e;) = (y | e;) pour tout j.

Gler,....en x) = (eilej) (ej | x)
(x|ej) llx[1?
_ (eilej) ily) |, (eilej) 0
lep | Iyl o [la?
=Gley,...,en, y) + 121> Gley, ..., ep)
Comme y€e V, G(ey,...,e,, y) =0donc Gley, ..., e, x) = d®Gley,...,ep). O
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