Densité des matrices diagonalisables (CVA)

Théoreme
Notons D,,(C) l’ensemble des matrices diagonalisables dans C, et T,(R) l'ensemble des ma-

Ta
trices trigonalisables dans R. Alors D, (C) = M,,(C) et D,(R) = T,(R).

Démonstration :

Montrons d’abord que D,,(C) est dense dans M,,(C).

Soit donc A € M, (C). Montrons que 'on peut approcher A par une suite de matrices
diagonalisables.

On sait que A est trigonalisable, i.e qu’il existe P € G, (C) et T triangulaire supérieure tels
que A = PTP~1. Notons (A1, ...; A1, Ay ooy Ay ooy Mgy ooy Ax) les éléments diagonaux de T, ol
les \; sont distincts.

€ > 0 si tous les \; sont égaux,

O0<e<L mm#ﬂ/\l — )\]| sinon.

et T, := T + diag(5, ..., £).
Montrons alors que T, n’a que des coefficients distincts sur la diagonale principale.

En effet, si tous les \; sont égaux, n'importe quel € convient.

Sinon, par l'absurde, supposons qu'il existe s < r € [I;n] tel que A\; + £ = \; + £, ol
i <je[l;k]. Sii=j, c’est impossible car s < r. Sinon, on a :

=Nl =elg -7l <el—3) <e

s

Posons alors ¢ tel que {

d’ou la contradiction.

T. est donc diagonalisable et tend vers T lorsque € tend vers 0. On obtient donc que PT.P~!
est diagonalisable et, par continuité du produit matricielle, tend vers A.

D,,(C) est donc dense dans M,,(C).

Montrons a présent que D, (R) est dense dans 7,(R).

On a déja une premiere inclusion en utilisant la méme méthode que précédemment : 7, (R) C
D, (R).

Réciproquement, montrons que 7,(R) est fermé dans M,,(R) : on aura ainsi D,(R) C 7,(R)
donc l'inclusion réciproque par passage a l’adhérence. Pour cela montrons la propriété suiv-
ante :

Soit P € R[X] unitaire de degré n. Alors P est scindé sur R si et seulement si
|[Im(z)|™ < |P(z)| pour tout z € C.
Supposons que |Im(z)|" < |P(z)| pour tout z € C. Une racine de P vérifie donc I'm(z) = 0,
elle est donc réelle, ce qui prouve que P est scindé sur R.
Réciproquement, supposons P scindé sur R : P(z) = [[;_,(z — zx), a1, € R.
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Alors [P(2)|? = [T, |z — axl?, or |2 — a4 |* = [(Re(z) — ay) + iIm(2)]* > [Im(z)[?, d’ou le
résultat.

On sait qu'une matrice A € M, (R) est trigonalisable si et seulement si son polynéme
caractéristique x4 est scindé sur R, si et seulement si |Im(z)|" < |xa(z)| pour tout z € C
par la propriété précédente. Donc si (A,,) est une suite de matrices trigonalisables tendant
vers A, en passant a la limite dans 'inégalité, par continuité de A — x4 (qu’on justifiera
plus tard), on obtient que A est également trigonalisable. T, (R) est donc bien fermé dans

M, (R).

Application : Théoréme de Cayley-Hamilton
Soit A € M,(C). Alors xa(A) =0, ot xa = det(XI, — A).

Démonstration :
Montrons que 'application

v M,(C) — M,(C)
A —> XA(A)

est continue. C’est la composée des applications A — (xa,A) et (P, A) — P(A). 1l suffit

donc de montrer que chacune de ces applications est continue.

L’application A — (x4, A) est polynomiale en les formes coordonnées. Plus précisément, en
n

écrivant, Vt € C, det(A — tI,,) = > Pi(a;;)t* o A = (ai;)1<ij<n, notre application s’écrit
k=0

A — ((Pr(aij))k, A). Par continuité des formes coordonnées (linéaires en dimension finie),
notre application est continue.

De plus, comme A +— AF est continue, par combinaison linéaire, (P, A) — P(A) est continue.
1 est donc bien continue.

Montrons que si A est diagonalisable, alors x4(A) = 0.
Déjé, il est facile de vérifier que, si D est une matrice diagonale, alors xp(D) = 0.
Ecrivons donc A = PDP~! ot P € GI,(C). On a :

xa(A) = xp(A) = xp(PDP~') = Pxp(D)P~' = 0.

Ainsi, ¥ est nulle sur 'ensemble des matrices diagonalisables. Par densité de cet ensemble

dans M,,(C), ¥ est nulle sur M,,(C), i.e ya(A) =0VA € M, (C).



