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Théoréeme (LE CAM) :

e Soit n € N* et)\ER,telsque()</\<n,alorspouanw,@(n,%) et Y ~Z (AN ona:

“+o00 2
S IP(X,=k)—P(Y =k)| <42
k=0

Démonstration du théoréme :

Plan de la démonstration :

1. On definit une loi m, sur N x {0, 1} dont la premiere loi marginale suit & (p) et la deuxie¢me suit % (1, p).
2. On montre que P (X #Y) < 2p? (avec p = 2).

3. On montre que pour 2 vad X et Y dans Net ACN,ona |P(X € A) —P(Y € A)|<P(X #Y)

4. On montre I'inégtalité : |P(X € A) —P(Y € A)| < 22°

5. On definit ensuite ’ensemble A := {k € N|P(X,, = k) > P(Y = k)} puis on applique 3) puis 2) sur une famille
de n couples de vad (X;,Y;) ~max.

La démo en elle méme :

1. Soitn € N* et A € R, tels que 0 < A < n. On pose p = % €10, 1] et on définit une sur loi sur N x {0,1} de la
fagon suivante:

on dira que (X,Y) ~my, si:

P(X=0Y=0=e¢?-p(l-e¢P)P(X=1,Y=0) =0

P(X=0,Y=1)=p(1-e?) P(X=1Y =1)=pe?
Vk € N*\ {1},
P(X=kY=1)=0
_ P

P(X=FkY=0)="e

Verifions d’abord que m,, définit bien une loi sur N x {0,1} :
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+oo k
= e? 4+ > e
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En regardant les loi marginales, on constate que X ~ & (p) et que Y ~ £ (1,p).



2. Calculons dans ce cadre P(X =Y), on a ainsi :
PX=Y)=P(X=Y=0)+(X=Y=1)
=eP—p (1 - e_p) + pe”?
=e P(1+2p)—p
>(1-p)(1+2p)—p
>1-p°
douP(X #Y)<2p? .
3. Soit X et Y, deux variables aléatoire discrétes a valeurs dans N et soit A C N, alors on a :
P(XcA)=P(XeAX=Y)+P(X€AXAY)<P(Y € A)+P(X £Y)
deméme P(Y € A) <P(X € A)+P(X #Y) don

P(X € A)—P(Y € A)| <P(X #Y)

4. Soit (X1,Y1),...,(Xn,Y,) n couples de variables aléatoires i.i.d. de loi ma. Posons Y =Y; + ...+ Y, et
X=X1+...+X, . Ainsi X ~ Z (A) et ng%’(n,%). Soit A C N, on a alors :
P(XeA)-PYeA<PX#Y)

<P@Eic[Ln] X £Y))

22 (3)
()
5. Soit A:={keN[P(X =k)>P(Y =k)} et B=N\A, {A, B} forment un S.C.E. , ainsi :
:i:;IP’(X:k)—P(Y:k) =N P(X=k) P =k)+ Y [P(X =k) ~P(Y = k)

kEA keB
=Y P(X=k)-P(Y=k+> PY=k-PX=k)

keA keB
=P(XecA)-PYecA)+PYeB)-P(X eB)
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