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2.7 Etude du groupe SO, (F,)

Théoréme : Soit pe P, p # 2, ne N* et ¢ = p" avec n € N*

Z)g+1)z si —1¢ TP

isom

7 . #(2)
1z st —1elF
SO, (F,) ~ { fta=1) “

Démonstration : SO, (F,) = {A (Z Z) \ det(4d)=1, A'A= 12}

Cette description fournit : SOy (F,) = { (CCL Z) \ad—bc=a*>+0P?=c*+d*>=1, ac+bd= 0}

bd =0
Soit (a,b) € (F,)* tel que a? 4 b* = 1 et soit le systéme : (S) = {ZZt o1 < (—ab Z) <§) = ((1))

Ce systéme a pour déterminant 6 = a® +b? = 1 # 0 donc il y a une unique solution, qu’on trouve aisément
comme étant (¢, d) = (—b,a). On vérifie ainsi aussi 'égalité ¢* + d? = 1.

Notons C*(F,) = {(a,b) € (F,)* \ a*+ b* = 1}. Par ce qui précede, il y a donc une bijection donnée par
/ Cl(Fq) — S0, (F)

@n — (4 0)

1) Premier cas : —1 e Fi® = {22 \ zeF:}. Soit weF} tel que w? = —
a’>+ b =1< (a+wb)(a—wb) =1 et puisque p # 2, on peut poser le changement de variables :

Tr+y
r=a+ wb a = 9
=
y=a—wb p=t"Y
2w

La bijection f permet de dire : |[SOy (F,)| = [CY(F,)| = {(z,y) € (F)* \ zy =1} =q¢—1%*

Soit 1'application A ( _ab Z) s atwh C’est un morphisme de groupes (facile a vérifier).
a’ +v?

=1ldonca=1et b=0: ¢ est injectif

e Sip(A)=a+wb=1, alors y =a— wb = —
a+w
« Il y a égalité des cardinaux par ce qui précede, d’ou la surjectivité.

On conclut que ¢ est bien un isomorphisme.
2) Second cas : —1 ¢ IFZ(Q) = {x2 \z€e F;} (Faire le dessin, figure 3.1 page 52 de la référence)
Notons N = (—1,0) dans le plan (F,)?. Soit ¢ € F,, on note M = (1,2t). On voit que la droite (NM)

coupe le cercle en N et en un second point p(t) (paramétrage de z,y), donc démontrons-le.

e La droite (NM) a pour équation y = t(x + 1) et le cercle a pour équation : 22 + y? = 1
Cela nous donne : 22(1 4 ¢2) + 22z + (t2 — 1) = 0, qui est une équation de degré 2 (car —1 ¢ Fi®)

24. La derniére égalité provient du fait que fixer z impose automatiquement la valeur y = 1/z.
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Elle posseéde deux solutions, = —1 est la premieére %, et la seconde est donnée par la formule :
(1) t*—1 Jod 2t
r(—1)= —— douuny=——
1+ 12 YT ive

« Inversement, si on se donne M'(z,y) € C}(F,), avec M’ # N, on a x # —1.
Ainsi, (NM') n {z = 1} est réduite a 1 point, ce qui fait que p établit une bijection F, — CH(F,)\ {N} et
done |[CH(F )\ {N}| = ¢

In fine, on a |[SOy (F,)| = |CHF,)| = ¢+ 1.1l reste alors & montrer que SO, (F,) est cyclique.

) p
Pour cela, on procede de fagon analogue, mais en injectant cette fois SO; (F,) — FqXQ % qui est une

extension ol —1 posséde une racine 7.

Par théoreme d’isomorphisme, on a donc : SO2 (Fq)/ker(@ ~ Im(p) < IFZQ

sSom
Or, le sous groupe mutiplicatif d’un corps fini est cyclique 2® , donc IE‘;z est cyclique, et tout sous-groupe

d’un groupe cyclique est lui-méme cyclique, ce qui acheve la preuve, par injectivité de .

Référence : [CG18]
- Caldero-Germoni ; Nouwelles histoires hédonistes de groupes et de géométries , Tome II ; page 50-51

25. Que l'on écarte, car c’est IV, et la N c’est pas trés treés gentil.
S0, (F;) — SO, (qu) — IF‘;Z
26. On note p une racine de —1 dans F, et on a les injections < a b) ( a b)
q — — a+ ub
-b a b a

27. Si —1 ¢ F{?, alors X2 + 1 est irréductible dans F,[X] (il est sans racines, et de degré 2), et donc L = Fq (X)/ix2 4+ 1)
est une extension de Fy, avec [L : Fy] = deg(X? + 1) = 2. Par unicité, L = F,2, et c’est un corps de rupture de X2 + 1, ce
qui assure que —1 € Fg) . Notons d’ailleurs que cet argument fonctionne pour n’importe quel élément non carré.

28. Bien que classique, ce petit lemme mérite un peu d’attention :
Notons |G| = N. Par l'identité d’Euler : N = Z ©(d). On peut aussi compter avec les ordres respectifs, ce qui nous donne

N
la formule : N = 2 {ge G \ ord(g) =k}| = Z N (o).
KN k[N

Soit g € G avec ord(g) = ket k | N. On a |(g)] = k et (g) =~ Z[iz. Par définition, (g) contient p(k) éléments d’ordre k.

Montrons que ce sont les éléments de (g). Par définition, les éléments de (g) sont racines de (X* —1) e K[X]. Il y a au plus
k racines pour ce polynéme (K est un corps) et |(g)| = k donc les racines sont exactement (g).

Si ¢’ est un élément d’ordre k, comme (¢')* = 1, il s’en suit que ¢’ € (g), et G contient donc toujours (k) éléments d’ordre
k, dés lors qu’il en existe un, ce qui signifie que pour k | N : Ny € {0, p(k)} (#)

N_= Y Ni < D>iok)y=N
(&) kINV (W) k|N

Donc il y a égalité partout, ce qui force Ny = (k) pour tout k | N. En particulier, Ny = ¢(N) > 1. Il y a donc ¢(N)
éléments d’ordre N, et il suffit d’en choisir un.

Augustin LOIRAT 86 UPMC - Sorbonne Université Paris 6



