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1.4 Caractérisation réelle de la fonction I’

Théoréme : Soit f: RT* — R** une fonction In-convexe telle que

1)=1
(1) pour tout x > 0 Alors f =T
fle+1) =zf(x)
40
n*n!
1) Démontrons que : I'(x) = J t"le ™t dt = lim (—) (formule de Gauss)
n—+0 \ 2 (T +n)

0
+00

t n
Soit x > 0 et définissons v, (z,t) = Lo () (1 - —) t*~1 et posons I'y, (1) = J Yo(x,t) dt
n

Appliquons la convergence dominée :
o V(n,z) e Nx RT™ : ¢ — ~,(x,t) est mesurable

t n
o V(n,z,t) e N x (RT™)?: |y, (z,t)] = [1 — —| =71
n
t n t n
Or (1— —) = e +00/7) par DL de Taylor donc en particulier : ’1 ——| ettt
n n

Ainsi |v,(z,t)] <t*7Le ™! :intégrable sur R**. Le théoréme s’applique et donc : I',(z) — I[(z
7 g S
1

n 1
t n
[(x) = J <1 - —) t"tdt = n* J(l —u)"u"tdu = nel f(l — )" tu” du
n ~—— ~—— =z
0 u=t/n 0 IPP 0
Donc on déduit : I',(z) = n“ﬁf‘n,l(aﬁ + 1) et on peut conclure par itérations (IPP successives).
T

2) Posons g = In(f). Calculons g(x +n) — g(x) — g(n).

n—1

o glz+n) =In(f(z+n)) = In(z+i) +In(f(z))

=0

e g(n)=In(f(n)) = Z_: In(7) d’ou par soustraction : | g(x 4+ n) — g(x) — g(n) = In(z) + 2 In (x + l)

=1 t

3) Montrons que g(x +n)—g(n)

Par convexité de g, on peut appliquer 'inégalité des 3 pentes, en utilisant n + £k ’entier suivant n + z :
gn) —gn—1) _glntz)—gn) _gn+k) —gn)
n—(mn-1 = n+z-n = n+tk-n

e g(n)—g(n—1)=In(n —1) donc g(n) —g(n —1) —In(n) = In (1 - %) e 0 par €° de In

(faire un dessin)

gnt+k) —g(n) 157 .
. p _E;)ln(n%—z)

9(”+k)_9(”)—1n(n)=% Zln(n+i)—kln(n)] :121n<””) — 0 par ¢° de In.

k n—-+00

Par encadrement, on obtient alors exactement le résultat.

Augustin LOIRAT 11 UPMC - Sorbonne Université Paris 6



Préparation Agrégation 2018-2020

4) Conclusion

D’apres 2) : g(z) + In(z) + Z_] In (x j— Z) =g(x +n)—g(n)

i=1

Donc : g(z) + In(x) + 2 In <x + Z) —zIn(n) = g(x +n) —g(n) —xIn(n) — 0 par 3)

i t n—+00
i=1

xln(n)—ln(m)—gln (l’+z)] — lim 1n[ n®(n —1)! }

i n—too |z (z+mn—1)

Ainsi : g(z) = lim

n—-+0oo

s SR o . nm(n_ 1)‘ _ ) A
que l'on ré-écrit : In(f(z)) = In (nETw P 1)) =In(I'(z)) dapres 1)

Par bijectivité de In sur R™*, on en conclut donc que .

n*n!
On peut raccourcir ce développement en définissant directement I' par T'(z) = lirf (ﬁ) et
n—-+0o0 m. .. ‘r n

donc d’éviter le point 1), car lexpression intégrale de I' n’est pas réutilisée dans la suite. Rien n’empéche
de dire a la fin qu’on peut démontrer la formule intégrale d partir de la limite... et donc faire le point 1)
st la question est posée.
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