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1.7 Théoréeme de Brouwer dans le plan euclidien

Définition : Soit f: R? — R? une fonction 6.
On lui associe le champ de vecteurs représenté par :

R2—>R2

v
P — V(P)=Pf(P)

]R2—>R2

Remarque : On peut alors voir f ainsi : P P4 ‘7; (P)

Définition : Soit X < R2. On dit que X a la propriété du point fixe si et seulement si toute application
f: X — X qui est €° a au moins un point fixe. _
Avec les champs de vecteurs, on a donc la formulation : 3P € X \ V§(P) = Oge

Définition : Triangulation de Sperner

Soit A = [A, B,C] un triangle du plan R?. On associe & chaque sommet une valeur parmi {1,2, 3}, qui
correspond a une couleur (Bleu, Vert, Rouge)

Une triangulation de Sperner est une subdivision en un nombre fini de triangles plus petits tels que :

1. Chaque sommet de A n’appartient qu’a un seul triangle de la subdivision
2. Un coté interieur appartient a exactement deux petits triangles différents

Proposition : Regle d’affectation des couleurs dans la triangulation
Lors de la triangulation, on crée de nouveaux points, soit sur les cotés de A, soit a l'intérieur, et on les
colore ARBITRAIREMENT selon le critére suivant :

1. On affecte aux points extérieurs I'une des 2 couleurs des sommets du coté auquel il appartient

2. On affecte aux points intérieurs 'une des 3 couleurs des sommets de A

Fic. 1.1 : Un exemple de triangulation
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Théoréme : Lemme de Sperner
Dans une triangulation de Sperner, il y a toujours au moins un triangle complet, ie un petit triangle ayant
ses sommets de 3 couleurs différentes.

Démonstration : On va procéder en deux étapes :

o On se place d’abord en dimension 1, c’est a dire sur un coté du triangle.

Notons n 45 le nombre de segments complets AB. Notons n 44 celui de segments AA. Notons i, le nombre
de points A intérieurs au segment (on exclut le A de 'extrémité)

Si 'on compte les points A segment par segment, on en trouve 2n,44 + nap. Mais les A intérieurs ont été
comptés 2 fois, ce qui nous donne une équation : 2n44 + nap = 2i4 + 1, ce qui force nap € 2N + 1

o Pagssons maintenant en dimension 2. Notons ¢ le nombre de triangle complets. Notons a le nombre de
triangle de type ABA ou BAB. Notons aussi dnsp le nombre de cotés AB sur le bord du triangle A, et
i4p le nombre de cotés AB a l'intérieur de A.

En comptant les cotés AB triangle par triangle, on en trouve 2a + c. La encore, les intérieurs ont été
comptés deus fois, donc on a I’équation : 2a + ¢ = 2iap + Onap et par le cas précédent, on,p est impair,
donc ¢ aussi.

Théoréme : Enoncé de Brouwer dans un triangle
Soit A < R2. Alors A a la propriété du point fixe

Démonstration : Soit A un triangle du plan triangularisé selon Sperner.
Soit f : A —> A une application continue. Montrons qu’elle a un point fixe, en utilisant les champs de
vecteurs. Pour cela, il faut colorier le plan selon les regles établies.

ﬂ\ North

Convenons que la partie supérieure gauche est en vert, la supérieure droite en bleu et I'inférieure en rouge
(ce choix est arbitraire, il dépend uniquement du triangle de départ, ici c’est celui de la figure 1.1.)

Donnons nous (4,,), une suite de triangulations de Sperner telle que les triangles de A,, aient tous des

cotés de longueur < — (ce qui est toujours possible). Par le lemme de Sperner, pour tout n, A,, admet au
n

mois un triangle complet, qu’on note T,, = [A,,B,C,].
Considérons les suites (4,),, (By),, (Cy), dans AN. Par compacité de A, on extrait des sous-suites :
Aga(n) — A R ng(n) — B R C¢(n) —+> C’ ou (A,B, C) € A?’

n——+00

n——+400 n——+00
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Par souci de simplicité, on considére la méme extractrice directement, il faudrait pour étre parfaitement
rigoureuz extraire d’abord sur (Ay,), , puis sur (B,,),, et enfin sur (Cy,)

n’ n*

3
Mais par construction : Perim(7},) < — - 0 donc : A’ = B’ = (", on note P ce point (és)
n n—+oo

V(A') € Adh(a)
Par continuité de f : { V(B') € Adh(A) et Adh(A) n Adh(A)  Adh(A) = {02} = V (P) par ()
V(C’) € Adh(a)

Cela signifie exactement que P est un point fixe de f.

Application : Généralisation du théoréme
L’énoncé reste vrai dans le cas d'un compact convexe (ou méme connexe par arcs) d’intérieur non vide.

Démonstration : Plusieurs points sont a justifier :
« La propriété de point fixe est une notion purement topologique. En effet, si 'on a X —- Y un homéo-

morphisme, que X a la propriété du point fixe, et que 'on a Y Ly qui est €°, alors pour P point fixe
de u™! o fou, u(P) est un point fixe de f, donc Y a la propriété aussi.

« Via des homéomorphismes (des quotients de distances), on peut se ramener du compact connexe par
arcs (ou convexe) a un disque de rayon arbitraire (pour peu qu’il ne sorte pas du compact, bien entendu).
Pour cela, on envoie les points du bords de K sur les bords du disque, et pour tout point intérieur, son
image est définie par la formule : ‘

P’ est un point sur le bord de K, # = u(P’) est sur le bord du disque, et M est un point du segment
OP’. Notons que cela définit bien des homéomorphismes (quotient de distances, continues, et 'opération
est clairement bijective, en faisant I'opération inverse).

0

‘ ‘

OM

Ou(M) = HO—ﬁ

Faire un dessin pour le montrer... En TeX c’est chiant.

Par un processus tout a fait similaire, on envoie le disque sur un triangle inscrit dedans (les formules
définissant les projections sont analogues). Il suffit donc de prouver le résultat pour un triangle, et d’utiliser
le premier point pour généraliser au compact K.

Référence :
- Henle ; A combinatorial introduction to topology ; page 36-42
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