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2.9 Racines de I’'Identité

Théoréme : On note A ={M e M, (C) \ Ipe N* . MP=1,}.
Son adhérence est 'ensemble F' = {M € M,, (C) \ Sp(M) < € (0,1)}

Lemme : M e A< MeD,(C) etil existe pe N* tel que Sp(M) < p,(C)

Démonstration : (Peut étre zappé a l'oral)

= : XP — 1 est scindé a racines simples (les racines p-iemes), et annule M, donc M est diagonalisable

< : Si M est diagonalisable et Sp(M) < p,(C), alors M est annulé par un polynéme scindé simple, dont
les racines sont dans p,(C), et alors M? =1,,, et donc M € A.

Démonstration : On procede en deux grandes étapes
1) Etudions le cas n = 1 (soit pour deviner le résultat, soit parce qu’on en aura besoin apres...)
Dans ce cas, M; (C) = C et A= |J p,(C). Montrons que A =% (0,1)
neN
t — eit

7Q est dense dans R et A = f(7Q) ce qui entraine A = f(7Q)

(c’est une surjection continue).

= _[f(mQ) =fR) = _£(0,1)

(*) surj

Il faut quand méme dire un mot sur la preuve de () qui n’est pas si triviale que ¢a...

(5(0,1):f(@) c f(mQ)c¥(0,1) = ¥(0,1)

€0 fermé

Soit I'application

Donc en fait, il y a égalité partout dans les inclusions, ce qui prouve bien le résultat.

2) Cas général

e OnaAc F

« Montrons que F' = A. Soit M € F. Par trigonalisation, M = P~'TP ou (P,T) € GL, (C) x A, (C)
L’ensemble A est stable par conjugaison donc il suffit de prouver que T € A.

Pour cela, on va procéder par analyse-synthese.

Si (Tp)p e AN converge vers T, alors par continuité, (P~'T),P), converge vers M, et les P~'T, P sont toutes
dans A. Notons T = (t; );,;. Les t;; sont tous de module 1.

t(p)

Pour k € [1,n], on considere <t P )> avec t(p ) e trk, €t ot les sont des racines de 'unité.
p —>

(Notons que lezistence d’une telle suite découle du casn =1)

On consideére alors la matrice Tp, dont les termes sont ceux de T sauf les diagonaux, qui sont les t(p )

Ona:T, " T. 11 faut donc s’arranger pour que 7, € A. Pour cela, il suffit que I'une des pulssances de
p—+0

T, soit I,, (d’apres la définition des t,(fj ,)g, ceci est automatique), et que 7}, soit diagonalisable.
Pour cela, il suffit que les coefficients diagonaux de 7}, soient 2 a 2 distincts.

. , ENORIR
Pour 1 < k < n, considérons 0, € R tel que ;) = e, et pour p € N* on pose t(p ) — e2mm” o

() k 1E p@k
= t_
S {QW

(p)

k
L’idée est d’avoir un p;,”" proche de 0y, pour p assez grand. Naturellement, on voudrait poser ,u(p) = - —|— 0,

mais rien ne garantit 0, € Q, et alors les t(p) ne sont plus des racines de l'unité !
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Il vient alors par I'TAF :

(p)

iy 2m(k +1) .0

p o ot

e o ezek

k2 0

SUSAl _] —ek‘ <
p p 2m ~——

Ent_[z]<14=z

Ceci montre que t,(f ,)c — t pour tout k. Vérifions que ces 7}, conviennent.
ko

Soit (k,€) € [1,n]” avec k # £, et distinguons les cas.

® o @ _ 27k =0)

— Si by =0, [2n] alors 2mp)” — 2mp, [27]

— Si Oy # 0, [27] alors 27w§f) — 27rugp) ~ 0, — 0,
p—+0

Ainsi les coefficients diagonaux de 7T}, sont bien 2 a 2 distincts pour p assez grand.

e Montrons que F' est fermé.

Soit (M,), € F" telle que M, - M e M, (C), et on note Ayyp,---, A\, les valeurs propres de M,
p—too

comptées avec multiplicité, sans ordre particulier.
Ona: xy = lim x, (continuité : les coefficients d'un x; dépendent polynomialement des m; ;)
p—to0

De plus, la suite (A1p, s Aup)p € (C*)N est bornée (module 1), donc par le corollaire complexe de
Bolzano-Weierstrass, on peut en extraire une sous-suite convergente.
Soit ¢ : N — N une extractrice et (A,---,Ap) = lim (A1 up), M)
p—to0
Pour tout p € N, xar,,, = H (X — Ai,cp(p)) et par p —> 400 : Yy = H(X - \i)
i=1 i=1
Ainsi, Sp(M) = {A1,--- , A} et pour tout 1 <i < n: |\ = lirf Niom] =1
p—+0

Donc les valeurs propres de M sont bien sur le cercle unité, et par conséquent, F' est fermé.

Référence :
- Francinou-Gianella-Nicolas ; Oraux X-ENS, Algébre 2 ; page 221
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