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Utilisation de la notion de convexité en analyse.

1 Fonctions convexes a variable réelle

Définition 1. Une fonction f : I — R (I intervalle de R) est dite convexe si
V(x,y) € I?, YA € [0,1], f(Az + (1 — N)y) < Af(x) + (1 — \)f(y). Elle est dite
convave si I'inégalité est dans 'autre sens.

Concretement, cela signifie que f est au dessus de ses cordes.

La convexité est dite stricte si I'inégalité est stricte.

Remarque 2. f est convexe <= —f est concave.
Exemple 3. Faire un dessin de fonction convexe et concave
Exemple 4. z + 22 est convexe, y +— [n(y) est concave.

Proposition 5. Une fonction f : I — R (I intervalle de R) est convere <=

gI() : I — R .
R (O (C)] est croissante.
T—xo

Vaog €1,

Corollaire 6. Cela fournit l'inégalité suivante pour f conveze et a,b,c € I tel que

a<b<ec:
f() — f(a) < f(e) = f(a) < f(e) = f(b)

b—a c—a c—b

Elle représente la croissance des cordes pour une fonction convexe. Faire un shéma
a coté.
Corollaire 7. Soit une fonction f : I — R (T intervalle de R) conveze

— f posséde en tout point de l'intérieur de I une dérivée a gauche et a droite.

— f est continue a lintérieur de I

— Les applications f; et f, sont croissantes sur lintérieur de I, et f,(x) < fi(x).

Théoréeme 8. Soit une fonction f: I — R (Iintervalle de R) dérivable sur I. Alors :
f est convexe < [’ est croissante sur I <

Corollaire 9. Soit une fonction f: I — R (I intervalle de R) deuz-fois dérivables
sur I. Alors f est convexe <— f"(x) > 0Vx € 1.

Application 10 (Méthode de Newton). Soit f : [c,d] — R de classe C%. On sup-
pose que f(c) < 0 < f(d) et f'(x) > 0 sur [c,d]. On considére la suite définie par

f(t) .
@) Alors :

réccurence : xg € [¢,d], Tpy1 = F(x,) o0 F it —1t—

— Faire un dessin en ANNEXE.

— fadmet un unique zéro en a sur [c,d]. Il existe o > 0 tel que [a —a,a+a] =1
soit F-stable et que Vg € [a — a,a+ o] = I, la suite (x,,), converge quadrati-
quement vers a.

— Si de plus f est convezxe sur [c,d], alors le résultat précédent est valable pour
I = [a,d], et de plus (x,), est décroissante (ou constante) vers a et on d
"
~ "(a) (z, —a)?.
2f'(a)

Uéquivalent : xp411 —a

2 Des inégalités classiques

2.1 Des inégalités sur R"

Proposition 11. Soit une fonction f : I — R (I intervalle de R) conveze.
Alors V(x zn,) € I, V(a an) > 0, on @ f(ozlxl—l--.-—l-anxn) <

13y Tn ’ 1y eeey Oy s PO <
a1 f(x1) + .. + anfxn)

a1+ ... +ap,

Corollaire 12 (Inégalité arithmético-géométrique). Soient (z1,...,x,) des

, - 1 Ty +...+x
nombres réels positifs. Alors (xl...a:n)i < AT
n

Proposition 13 (Inégalité de Holder). Soient deuz nombres positifs p et q

1 1

tel que — + — = 1. Soient (ay,...,an) et (b1,...,b,) des réels positifs. Alors :
p q

n n . n .

St < (!

k=0 k=0 k=0

Proposition 14 (Inégalité de Minkowski). Soient 1 # p réel et (a1, ...,an) et
n n n

(b1, ..., by) des réels positifs. Alors : (Z(ak + bk)p)% < (Z ai)%(z b)e

k=0 k=0 k=0

Remarque 15. Cela permet de démontrer que N(aq, ..., a,) = (Z ai)% définit une

k=0
norme sur R”.

2.2 Des inégalités dans les espaces LP(Q, A, u)

Cadre : Soit (Q, A, u) un espace mesuré.
Théoreme 16 (Minkowski). Pour f,g € LP(2, A, u), ||f + gll, < ||fllp + lgllp

Corollaire 17. LP(Q, A, 1) est un espace vectoriel.



Théoréme 18 (Holder). Soit f € LP(2, A, u) et g € L1, A, p) (%—I—% =1), alors

| = 1llgly
Q

Application 19 (Convolution). — Si f est dans LP(R,B(R,u)) et g dans
LY(R, B(R, u),alors le produit de convolution est bien définie PRESQUE-
partout et il appartient & LP(R, B(R, 1)) et ||f *gll, < ||fll1llgllp ( dans Lp et
L1 respectivement)

— Si f est dans LP(R, B(R,u)) et g dans LI(R, B(R, u)) (g Uexposant conjugué
de p € [1,400]), alors le produit de convolution est bien définie partout et il
est bilinéaire, et || f* glloo < [If1lnll9llq

Théoreme 20 (Inégalité de Jensen). Soit p : R — RY une fonction conveze,

alors ([ fdp) < Jo o(f(x))du(x)

Application 21 (Jensen en probabilité). Soit X une variable aléatoire d’un espace
probabilisé dont lespérance existe. Alors p(E[X]) < E[p(X)]

3 Optimisation et convexité

3.1 Optimisation sur R"

Proposition 22. Soit f: I - R
— Si f est convezxe, tout extremum local est global.
— Si f est strictement convexe, f admet un unique extremum global.

Définition 23. Une fonction U — R est dite convexe sur U convexe ouvert de R™
Si7 pour tOUta T,y € Ua A€ [0, 1]; f()\{E + (1 - )‘)y) < )‘f(x) + (1 - )‘)f(y)

Proposition 24. Soit U ouvert conneze de R™.On suppose que f est différentiable sur
U. On a Uéquivalence : f est convere <= Y(z,y) € U%, Df(x).(y —x) < f(y — ).

Proposition 25. 81 f : U — R (U owvert conneze de R™) est convexe, alors f
admet un extrema global en a <= a est un point critique de f.

Proposition 26. Soit U ouvert connexe de R™. On suppose que f est 2-fois
différentiable sur U. On a l’équivalence : f est conveze <= Vr € U, D?*f(z)
est une forme quadratique positive.

Proposition 27. Soit f : U — R deux-fois différentiable. Alors f admet un extrema
relatif en a <= a est un point critique de f et Vo € U, D?f(z) est une forme
quadratique positive.

Lemme 28 (Inégalité de Kantorovitch). Soit A € S;FT(R), alors Va €
— 1 ()\max = )\rrnn)2

R", < A <A! R

7< 5U|$ ~ =T|1' = 4 )\maz)\min

Théoreme 29 (Algorithme du gradient a pas optimal). Objectif : On

veut résoudre le systéme linéaire de taille n : Ax = b, avec A € ST (R).

— Ce systeme admet un unique minimum z*. x est solution de ce
systeme — x* est lunique minimum de la fonctionnelle
R™ — R
¢ 1
Tz 5 <Az|lr>-— <blz>

— L’algorithme suivant : xg € R™, rg = éﬁlxo —b, puis xp41 = Tp + Tk,
|7 ]|

’l"k+1 = T — Aakrk, o = TM
kITk

fournit une suite (xp)p qui

A —
vérifie : ||xy —x*|| < Ok ot qui converge donc bien vers
)\min + A7naa:

*

.

3.2 Optimisation sur un Hilbert

Théoreme 30 (Projection sur un convexe fermé). Soit C un partie
conveze et fermé non-vide de H espace de Hilbert. Alors pour tout x € H,
il existe un unique y = Po(z) tel que : dist(xz,C) = ||z — y||. On dit que
y = Po(z) est la projection de x sur C. On a la caractérisation suivante pour
y dans H :

y=Po(z) = <z—-y,z—y><0 VzeC

(dans le cas réel) On fait un dessin de la caractérisation.

Corollaire 31. Si F est un sev fermé de H, on a :
y=PFPo(z) <= <zx—y,z2>=0 VzeF

Corollaire 32. Si F est un sev fermé de H, on a : H = F & F* et la pro-
jection sur F paralléllement & F+ est Pp. On dit que P est la projection
orthogonale sur F.

Remarque 33. Ces résultats restent valable pour un espace euclidien, mais la
démonstration est plus simple.

Application 34 (Probléeme des moindres carrés). Soit A € M, ,(R) et b€ R". On
cherche les solutions © € RP qui vérifient ||Ax — b|| = m'ﬁ%nHAybH.
yERP

— Ce probléme posséde un minimum T, unique & ker(A)-prés.



— x est solution du probléme <= x vérifie *tAAx =t Ab.

C’est le probléme rencontré lors du probléme de régréssion linéaire (avec p =2) : on
m

cherche (ag,a1) qui minimise la quantité : Z lyx — (ag + ait;)|>. On fait un dessin

k=1
en ANNEXE.

Théoreme 35 (de représentation de Riesz). Soit ¢ : H — R, alors il existe un
unique x € H tel que : Yy € H, ¢(y) =< x|y >.
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