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Séries de Fourier. Exemples et applications.

Cadre : On définit les espaces de fonctions 27-périodique de R — C suivants :
— L’espace CY._ des fonctions continues.
— L’espace L} pour 1 < p < oo des (classes de) fonctions mesurables, tel que :
1

1£1lp = (35 3 1F®Fdt)” < o0

— L$° Despace des (classes de) fonctions mesurables, tel que : ||f||o < 00, avec
[|f|loc la borne supérieure essentielle de |f|

En particulier, L3 est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

o) = | " FgDt

%Tr:f*g:xr—>i f)g(xz—t)dt

On définit aussi le produit de convolution sur L 5
T Jo

(cette formule a un sens presque partout sur [0, 27]).

1 Coefficients de Fourier [G][ZQ]

1.1 Définitions

Définition 1. 1 Soitf € L} et n € Z. On définit le n-eme coefficient de Fourier de
1 27

f par la formule ¢, (f) = %/ f(t)e ™tdt.

L’ensemble {|c,(f)| | n € Z} est parfois appelé spectre en fréquence de f. On fera
apparaitre en annexe certains spectres des exemples étudiés dans la suite.

Définition 2. Soit f dans L_ et N € N. On définit la somme partielle de Fourier
N

Z cn(f)en, avec e, : t s et
n=—N

d’indice N de f par Sy(f) =

Remarque 3. — On sait que pour 1 < g < oo, on a Li_C L . Les sommes de
Fourier partielle de f sont donc bien définies deés que f € L3

— En particulier, si f € L3, on & ¢, (f) = (f|en)-
Exemple 4.  — Soit (k,n) € Z2. On a cx(€e,) = 6, k. En conséquence, la famille
{en | n € Z} forme une base orthonormée de L3 .

— Pour ¢ — sin(t), on & ¢i(sin) = &, c_1(sin) = 5+, et c,(sin) = 0si n # 1 et

n#—1
— Pour t +— cos(t), on & c¢i(cos) = 3, c_q(cos) = 1, et ¢,(cos) = 0sin # 1 et
n # —1.

Définition 5. Soit f dans L et n € N*. On définit les coefficients suivants :
27 27

f(t) cos(nt)dt et by (f) =

0 0

an(f) =

La somme de Fourier partielle de f s’écrit alors :

+Zan

De plus, on a les relations suivantes entre les coefficients : a,(f) = ¢, (f) + c—n(f)

et by (f) = ilen(f) — c=n(f))
/ f(¢) cos(nt)d

Remarque 6. Sif est paire, les a,,(f) sont nuls, et on & ¢, (f
Si f est impaire, les b, (f)) sont nuls, et on & ¢, (f) = f/ f (@) sin(nt)dt.
T Jo

f(t) sin(nt)dt

SNn(f)(x) cos(nx) + by, (f) sin(nx)

1.2 Propriétés des coefficients de Fourier

Proposition 7. Soit f € L3, a € R, (k,n) € Z%, g € L. Alors :
— cn(Taf) = eMen(f) ot Taf 1t f(t+a)
— calenf) = cai(f)
— [ren=cu(f)en
— 1f = glles < I f1111lglloo

— si de plus f est dans C9_ et est C' par morceauz, c,(f') = inc,(f)

— Enfn, si de plus f est de classe C*, alors n*c,(f)

[n|—+o00
Théoreme & (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit f € L. Alors
en(f)

[n|—+oco
Corollaire 9. L’application
vi Ly — Co={(un)nez telle que uy, | ‘—> 0} (1)
n|—oo
= (en(f))n

est linéaire et de norme 1.

De plus, on vérifie pour f et g dans Ly : v(f * g) = v(f)v(g)-



2 Convergence ponctuelle et uniforme
[Z2Q][G]

2.1 Le théoreme de Dirichlet

Proposition 10 (Noyau de Dirichlet). Pour N € N, on définit le noyau de
N

Dirichlet d’ordre N par Dy = Z en- Il vérifie les propriétés suivantes :

n=—N
1 27
— Dy est pair et — Dy (t)dt =1
2 0
sin (N + 1)z
— DN(x) = M
Sln(i)
— Dy * f=5n(f)

Théoréme 11 (Théoréme de Dirichlet). Soit f € Li_ et xy € [0,27]. On sup-
pose que f admet des limites a droites et & gauche en xg que l'on note f(xo—) et
f(@o +h) + flzo — h) — f(@ot+) — fzo—)

est
h

flxo+) et que la fonction h : h —

bornée au voisinage de 0.

Alors Sy (f)(w0)  — fzot) —QF f(wo—)

Corollaire 12. Si f est 2n-périodique et de classe C' par morceauz, alors pour tout
s €R, lim Sy(f)(z) = L&D @)
N—o0 2
a lim Sy(f)(x) = f(z)

N —oc0

Exemple 13 (Fonction signal). Soit € €]0,7[ et o, la fonction de L3S telle que
oe(t)=1sit| <eeto(t)=0sie<|t| <m (voir dessin en annexe). Alors pour

sin ne
t).
>

. De plus, si [ est continue en x, alors on

tout ¢, Sy (o0)(t) = < +
Vs

n=—N(n#0)
o PN . L . € ~=sin(2ne) 1
Puis grace au théoreme de Dirichlet appliqué en €, on obtient : — + Z — ==
T A= nar 2
Théoreme 14 (Fonction Zeta aux entiers pairs). f(z) = ZZ T est
€% —
400 n 400 1
DSE en 0 et soit f(z) = anﬁ son DSE. Alors ((2k) = ZW =
n=0 n=0
27.‘.)216
-1 k—1 ( b
(=1) 2.(2k) 2

2.2 Le théoreme de Fejer uniforme

N-1

D,
Proposition 15. On définit le noyau de Fejer d’ordre N > 0 : Ky = Z N 1l
i=0
vérifie :
al In| 1 (sin(Xe)\”
— K = 1— e, | = 2
~(@) Z ( Ne> N( sin £ >
n=—N 2
— [[Enlh =1

1
—0<d6<7m— lim —/ Ky(z)dz =0
o<z <

N—oo 2T

So(f) + ...+ Snv-1(f)

N pour tout f € Li_

— O’N(f):f*KN Ol\LUN(f):

Remarque 16. On a en fait que (Kn)nen est une approximation de I'unité.

Théoreme 17 (Théoréme de Fejer 1). Soit f € C9.. Alors |lon(f)||ec <
[|fllcc VN € N* et on(f) converge uniformément vers f.

Corollaire 18.  — Soit f € CY. et 9 € R tel que Sy(f)(xo) — L. Alors

N—+o00
— Soit f € C3,. telle que Z len(f)] < oo. Alors f est développable en série de
Fourier f = Z en(fen

Exemple 19 (Fonction triangle). Soit € €]0, pi[, on définit T par T(t) = 1 — ‘%I
sift] < eetT(t) =0sie < |t <m T est développable en série de Fourier :
= 1 — cos(ne)

€
) = =
(*) 27T+ Z n?me

N=—o00(n#0)

os(nt). Voir dessin en annexe.

Contre-exemple 20.Si f n’est pas continue mais Sy (f)(zg) converge quand

N — 400, le corollaire précédent est mis en défaut. Par exemple pour f(z) = — —1
. ™

pour tout z € [0,27[, on a cu(f) = ni1n;,,é0 done Sy (f)(0) — 0 mais £(0) = 1 # 0.
T

Corollaire 21. Soit f et g dans CS_. v(f) =~v(9) < f=g.

Corollaire 22 (Comparaison). Soit f € C9_. Si k > 1 et c,(f) = O(|n|~*),
alors f € C*=2,



2Q]

Théoreme 23 (Théoréme de Fejer 2). Soit f € LY _, alors pour tout N € N*,
llon (D2 < || fll2 et on(f) converge vers f en norme ||.||2.

3 L’espace hilbertien L3

Corollaire 24. La famille {e, | n € Z} forme une base hilbertienne de L3
Py o0
Corollaire 25 (Conséquences). — Soit f € L3, alors f % Z en(fen ot

n—=——oo

égalité est au sens de la convergence L3 .

— On a de plus ’égalité de Parseval : % 0% |f(t)]2dt = Z len ()2
— L’application T
v L3 — 1P (2)
[ (en(f))n

est une isométrie bijective

Corollaire 26 (Convergence normale). Soit f € CY_ et de classe C* par mor-
ceauzx. Alors Sy(f) converge normalement vers f.
2

Application 27 (Calcul de série numérique). — Soit h:x+—1— x— périodique

sur |0,27]. La décomposition en sém'e de Fourier de h en :U = m donne
f:l T Bnx=—0ont § CD" =™ dgatite de P
— = — on trouve = égalité de Parse-
n? 6 2 12 Y
n=1 n=1
o0

val fournit Z

— Soit g la fonctzon 27r-pem'odz'que définie par g(r)=1 si 0 <z < g, g(5)=0cet

1 72
=—1si 5 <x < 7. L'égalité de P ld —_ =
g(x) = st Z < x < 7. L’€galité de Parseval donne Z 1) 3
— Soit j la fonction 2w-périodique définie par j(x) = |x| sur [— w]. L’égalité de
= 1 4

Parseval donne alors 7;) m =%
4 Application aux équations aux dérivées
partielles

On s’interesse a la résolution de I’équation de la chaleur :

9u(p z) = 2u(t,x) V(t,x) € RT xR
u(0, ) = uo(x) Ve e R

4.1 Résolution exacte

Théoreme 28 (Equation de la chaleur sur le cercle). Soit ug non-nulle
€ CY_, de classe C' par morceaur. On cherche u : RY x R — R tel que :

— Vt e RT, 2 — u(t,x) est 2r-périodique

— u € C'RT xR)

— u € C®(R™ x R)
et qui vérifie (3)

Alors une telle solution est unique et est donnée par
(o]

_n2 ;. q . .
u(t,z) = cne ™ e o les ¢, sont les coefficients de Fourier de u
) 0

n—=—oo

4.2 Résolution approchée

On considére dans cette section le schéma aux différences finies suivant pour la
résolution numérique de I’équation de la chaleur :

un+1 u™

- _— n_
j j uj_1 +2uf —uj

A, + e (4)

Soit u"™ = (u™)1<;j<n la solution numérique donnée par le schéma ci-dessus.

1/2
Définition 29. On introduit la norme suivante : ||u"||2 = (Zjvzl A$|u?|2> .

Un schéma aux différences finies est dit stable pour la norme || ||2, s’il existe une
constante K > 0 indépendante de A; et A, telle que |[u™|| < K|[u°|| pour tout n >
0 quelle que soit la condition initiale u°.
Méthode 30 (Analyse de Von Neuman).
— A chaque vecteur ©” = (u™)i<j<n on associe une fonction u"(z) constante
par morceaux, périodique et de période 1, définie sur [0,1] par u™(z) = uy s
Tj_175 < x < Tji1/. Ainsi définie, u™ est dans L*(0,1).

§ : Ck eQurka:

kEZ

"+ Ay), cr(v™) = cp(um)eimhe,

— On regarde les coefficients de Fourier du schéma (4) et on obtient une équation
cp(u™t) = A(k)eg(u™). On appelle condition de stabilité de Von Neumann
I'inégalité |A(k)| < 1 pour tout k € Z. Si cette condition est vérifiée, le schéma
est stable.

— On la décompose en série de Fourier :

On remarque que si v™(z) = u

Application 31. Le schéma (4) est stable seulement si la condition 2A; < (A,)?
est vérifiée.
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