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Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un parametre. Exemples
et applications.

Remarque 1. Soit f € C°([a,b]), alors 'application ¢ + F(t
primitive de f.

= [ f(x)dz est une

1 Intégrale dépendant d’un parametre

Cadre : Soit (2, A, u) un espace probabilisé et soit I un intervalle de R. On consideére
I'application

F:1 —F

x — [ f(t z)dp(z)

ou f:Q—C.

1.1 Les théoréemes de continuité et dérivabilité

Théoreme 2 (Théoréme de convergence dominée). Soit (f,), une suite de
fonctions mesurables 0 — C. On suppose que f,, tend presque partout vers f mesu-
rable, et qu’il existe g intégrable positive sur Q tel que, Yn € N, u-pp z, | f(t)| < g(t).
Alors || fn. — flhin —>_>—|—oo

Théoreme 3 (Continuité sous le signe intégrale). On suppose que :
o Pour tout t € I, f est mesurable sur )
e Pour presque tout © € Omega, t — f(t,x) est continue sur I

e [ existe g intégrable positive, telle que, pour tout t, pour presque-tout x,
[f(z, )] < g(x)
Alors, F € C°(I)

Théoreme 4 (Dérivabilité sous le signe intégrale). On suppose que :
e Pour tout t € I, f est mesurable sur )
e Pour presque tout x € Omega, t — f(t,x) est dérivable sur I

o [| emiste g intégrable positive, telle que, pour tout t, pour presque-tout z,

o 7)) < g(a)

9 e, t)d(a)

Alors, F € CY(I), et sa dérivée est F'(t) = P
Q

Remarque 5. La domination n’a pas besoin d’étre global, il suffit de la montrer
pour tout ¢t dans un voisinage de ¢, car la dérivabilité et la continuité sont des no-
tions locales.

 sin(x) ™

Application 6 (Calcul de I'intégrale du sinus cardinal). / dx = 5
0 x

Application 7 (Equation de la chaleur sur le cercle). Soit ug non-nulle € C3_, de
classe C par morceauz. On cherche u : RT x R +— R tel que :

o Vi e RY, x> u(t,z) est 2m-périodique
e ue CORT xR)
o uc C®°R™ x R)

ou *u
R, t,x) = %4%(t,x) V(t,z)eRT xR
¢ ot (b a7z \bs ;
et qui vérific { u(0, ) = ug(z) Vr € R

Alors une telle solution est unique et est donnée par

u(t, x) Z cpe " *teine o0 les cn, sont les coefficients de Fourier de ug
n=-—oo
(A
Application 8. Soit F: \ +— / Sm_::i)dx, définie sur R. Alors F' est dérivable

et F/(A) = Te I,

Application 9. Soit X une variable aléatoire qui admet un moment d’ordre n sur
un espace probabilisé. Alors la fonctions caractéristique de X, E(e®*X) = ¢(t) est de

classe C™.
oo

Application 10. On définit pour tout t > 0, T'(t) = z'"te™®dx. La fonction T

0
a bien un sens, et elle est C* sur |0,4o00[, et pour tout t > 0, T'(t + 1) = tI'(¢), et
F'(n+1)=nl

1.2 Holomorphie sous le signe intégral

Théoreme 11 (Holomorphie sous le signe intégrale). Soit A un ouvert de C
et f(z,x) une fonction de deux variables définies sur A x Q On suppose que :

e Pour tout z € A, x — f(z,x) est mesurable sur
e pour presque tout x, z — f(z,x) est holomorphe sur A.

e Pour tout compact K C A, il existe gx intégrable positive telle que pour tout
z € K pour pv"esque tout © € Omega, |f(z,x)| est holomorphe sur A.

Alors, F : z— [, f(z,z)du(x) est holomorphe sur A



Application 12. La fonction T' se prolonge en une fonction holomorphe dans le
(oo}

demi-plan des complezes a partie réelle positives avec I'(t) = eFDIn@) o= gy

0

Application 13. Le théoreme d’holomorphie sous le signe intégrale est aussi utilisé
pour démontrer que les polynomes orthogonauz, sous de bonnes hypothéses, forment
une base de Hilbert des espaces L? & poids.

2 Convolution

2.1 Régularité

Définition 14. Pour f et g deux fonctions boréliennes de R,Si la quantité est bien

définie, on pose le produit de convolution de f et g : f* g(z) = / f@®)glx —t)dt .
R

Le produit de convolution commute.

Théoréme 15.

o Sifest dans LP(R, B(R, 1)) et g dans L*(R, B(R, p),alors le produit de convo-
lution est bien définie PRESQUE-partout et il appartient ¢ LP(R, B(R, u)) et
Nf*gllp < IIfll1llgllp ( dans Lp et L1 respectivement)

e Si fest dans LP(R, B(R,u)) et g dans LY(R, B(R, 1)) (q Uexposant conjugué
de p € [1,400]), alors le produit de convolution est bien définie partout et il
est bilinéaire, et || f x gllos < ||fllpll9llq

2.2 Approximation

Définition 16. Une suite (a,), de fonctions intégrables positives sur R est appélée
approximation de 'unité si :

e Pour tout n, o, est d’intégrale 1

e Pour tout § > 0, / ay (z)dz tend vers 0 quand n — +o0.

|z|>6
Exemple 17. Soit « une fonction intégrable positive d’intégrale 1, on définit les a,
par a, () = na(nz).

Théoreme 18. Si f est dans LP(RY, B(R?, 1)) et (an)n une approzimation de
l'unité, alors le produit de convolution de f et oy, est dans LP(R?, B(RY, 1)) et il
converge dans LP(R?, B(R?, 11)) vers f.

Théoreme 19. Si f est continue a support compact de R dans C et (o), une ap-
prozimation de l'unité, alors le produit de convolution de f et o, est bien définie sur
R et il converge uniformément vers f.

Application 20. On peut démontrer le Théoréeme de Weierstrass et de Fejer a
Uaide d’approrimation de 'unité.

Théoreme 21. Soit f € LP(R), et g une fonction de classe C* a support compact.
Alors f % g est bien définie sur R et est de classe C*

Corollaire 22. Les fonctions C* & support compact sont denses dans LP (R)

3 Transformée de Fourier

Définition 23. On définit la transformée de Fourier de f € L*(R) par f(t) =
/e_it’”f(w)dx
R

Théoréme 24 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Si f € L'(R), f est une fonc-
tion continue de R qui tend vers 0 a l'infini.

Définition 25. On introduit l'espace S(R) de Schwartz des fonctions C* &
décroissance rapide : S(R) = {f € C®(R) | ¥(p,q) € N,3C,, > 0: |2PfD(z)| <
Cpq, V2 € R}

Exemple 26. z — e~ est dans S(R).

Théoreme 27. S(R) est stable par transformée de Fourier.

2
Exemple 28. La transformée de Fourier de z — e~ est t — \/Ee*%.

Théoreme 29 (Formule d’inversion de fourier dans Schwartz). Soit

1 o
f € S(R), alors, pour tout x € R, f(x) = o / et f(t)dt
T JR

Corollaire 30. Si f,g € S(R), alors /Rf(:z:)g(x)dx = /Rf(t)g(t)dt

Remarque 31. Grace a ce théoreme, on est capable d’étendre la transformée de
Fourier de S(R) & L?(R), (en effet, les fonctions C*° & support compact sont denses
dans S(R), et S(R) C L?(R)
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