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Continuité et d'rivabil}té dtges fo ,ctigc);ns réelles d’une variable réelle.
es et applications.

1 Continuité et dérivabilité des fonctions
a variables et a valeurs réels

1.1 Définition de la continuité

Définition 1. Une fonction f : I — R est dite continue en @ € I si f admet une
limite finie quand x tend vers a.
Elle est dit continue sur I si elle est continue en tout point de I.

Exemple 2. La fonctions x — Wg n’est pas continue sur R.

Théoreme 3. f est continue en a <= pour toule suite (x,), de réels qui tend
vers a, on d f(xy) o f(a).
Remarque 4. La somme, le produit, la composition et l'inverse (avec les bonnes
hypothéses), de deux fonctions continues fournit une application continue.

Application 5. Soit (uy), définie par ug € I et upt1 = f(u,) avec f: I — R.
Alors si la suite (uy)n converge, sa limite est une point fize de f.

Théoreme 6 (Prolongement par continuité). Soit f : I — R une fonction
continue sur 1. Si f admet une limite finie o quand x tend vers a bord de I, alors
Uapplication f: T\J{a} = R qui vaut o en a et f sur I est une application continue.

S
Exemple 7. L’application x +— est prolongeable en 0 par continuité.

1.2 Continuité sur un compact

Proposition 8. Une fonction continue sur un segment [a,b] est bornée et atteint
ses bornes.

Contre-Exemple 9. L’hypothese de segment est fondamentale :
1
x +— — est continue sur |0, 1] mais n’atteint pas ses bornes.
x +— t sur [0, 1] est continue bornée mais n’atteint pas sa borne supérieure

T > 7 est continue,bornée sur R, mais n’atteint pas sa borne inférieure 0.
Définition 10. Une fonction f : I — R est dite uniformément continue sur I si

Ve >0, Ja > 0 tel que Y(z,y) € I?, (Jz —y| < a) = (|f(x) — f(y)] <e)

1
Exemple 11. La fonction 2 — — n’est pas uniformément continue sur |0, 1], mais
x

elle est continue.

Théoreme 12 (Heine). Une application continue sur un compact est uniformément
continue.

Application 13. Une fonction continue et périodique sur R est uniformément conti-
nue

1.3 Dérivabilité

t
Définition 14. Soit f : I — R. f est dite dérivable en a si la quantité 1)

admet une limite finie [ quand ¢ — a. On note f'(a) = .

f est dite dérivable sur I sur elle I'est en tout point de I. Dans ce cas, on définit
I’application dérivée f’: I — R.

Faire un dessin en ANNEXE qui permet d’interpréter la dérivée de f en a comme
la pente de f en a.

Remarque 15. Si f est dérivable sur I et sa dérivée est continue sur I, elle est dit
de classe C'. On définit par reccurence la classe C™.

Contre-Exemple 16. La fonction = +— |x| n’est pas dérivable en 0. (Elle est
dérivable & droite et & gauche).

Proposition 17. Si f est dérivable en a, alors f est continue en a
1
Exemple 18. La fonction dérivée n’est pas forcément continue : x — 2% sin(—)
x

Théoreme 19. Soit f,g deux applications de I — R, dérivables en a. Alors :
— (f 4+ \g) est dérivable en a, et (f + Ag)'(a) = f'(a) + Mg’ (a)
— (fg) est dérivable en a, et (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)
!/ /
— sig(a) #0, (g) est dérivable en a, et (g)'(a) _f (a)g(c;)/(—i—)J;(a)g (@)
a

Théoreme 20 (Reégle de Leibniz). Si f(a) et si g™ (a) existent, alors
(f9)"(a) esiste et (f9)™(a) =D f*(a)g" M (a)
k=0

Théoreme 21. On donne la dérivée d’une composée de deux fonctions



Théoreme 22. Soit f une bijection de I dans J dérivable en a. Si f'(a) # 0, alors
f=1 est dérivable en b= f(a) et f~1(b) = m

Exemple 23. On donne en ANNEXE un tableau donnant plusieurs dérivées
usuelles.

2 Des théoremes classiques

2.1 Le théoreme des valeurs intermédiaires

Théoreme 24. Soit f une fonction continue sur de I intervalle de R dans R. Alors
f(I) est un intervalle de R.

Corollaire 25. Si f : [a,b] = R est continue et telle que f(a) < 0 et f(b) > 0, alors
il existe c €]a, b tel que f(c) =0

Exemple 26. Le réel ¢ n’est pas unique :  — 23 — x sur [—2,2].

Application 27 (Formule de la moyenne). Soit f : [a,b] — R continue et
[a,b] — R continue par morceauz et positives. Alors il existe ¢ € [a,b] tel

e / f(0ate = 1(¢) [ oL

Théoreme 28. Théoreme de la bijection monotone.

Application 29. Théoréme de Darboux.

2.2 Théoreme de Roll et ses conséquences

Proposition 30. Si f: I — R admet un extrema relatif en ¢ a lintérieur de I et si
f est dérivable en ¢, alors f'(c) = 0.

Théoreme 31 (Roll). Soit f : [a,b] — R une application déribable sur la,b| et
continue sur [a,b], telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a, b| tel que f'(c) = 0.
On fait un dessin en ANNEXE.

Contre-Exemple 32. x + x sur [0,1]. La réciproque est fausse : x + xn

Théoreme 33 (Théoréme des accroissements finies). Soit f : [a,b] = R une
application déribable sur ]a,b| et continue sur [a,b]. Alors il existe ¢ €]a,b| tel que

) —

f'e) = W. On fait un dessin en ANNEXE.

Application 34 (Inégalité des accroisssements finies). Soit f continue et dérivable
sur [a, b], tel que f' est bornée par M sur [a,b]. AlorsV(z,y) € [a,b], |f(x)— f(z)| <
Mz —y|.

Corollaire 35. Une fonction f : [a,b] — R continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b|
est croissante sur [a,b] < 0< f'(z), Vz €la,b].

Corollaire 36. Soit f : I — R continue sur I et dérivable sur I/{c}. Alors si f’
admet une limite | en ¢, alors f est dérivable en ¢ et f'(c) =1.

2.3 Développements de Taylor

Théoreme 37 (Théoréme de Taylor-Lagrange). Soit f : [a,b] — R une fonc-
tion de classe C™ sur [a b], tel que fHY) existe sur |a,b[. Alors il existe ¢ €]a, b] tel

(1) (¢
que (b ka, -+ E oo

Théoreme 38 (Formule de Taylor-Young). Soit f : [a,b] = R une fonction de
classe C™ sur [a,b], tel que ") existe sur |a,b]. Alors pour h proche de a on a :

n R (g (n+1)
a):Zf ( +h)hk—|— f( Jr1())hn-',-1 O(hn+1).

Théoreme 39 (Méthode de Newton). Soit f : [c,d] — R de classe C?.
On suppose que f(c) <0< f(d) et f'(x) > 0 sur [c,d]. On considére la suite
ft)

f1@)

définie par réccurence : xo € [¢,d], Tpt1 = F(xn) o0 F : t — t —
Alors :
— Faire un dessin en ANNEXE.
— f admet un unique zéro sur [c,d]. Il existe o > 0 tel que [a—a,a+a] =1
soit F-stable et que Vxo € [a — a,a + a] = I, la suite (zy,), converge
quadratiquement vers a.

— Si de plus f"(z) > 0 sur [c,d], alors le résultat précédent est valable
pour I = [a,d], et de plus (z,,), est décroissante (ou constante) vers a

P,
2@

et on a l’équivalent : T,41 — a

Théoreme 40 (Formule de Taylor-Young a reste intégrale). Soit f : [a,b] —

n k) (g
Zif k'( )(b—a)k +

k=0

R une fonction de classe C"*1 sur [a,b]. Alors f(b) =

b n
/a f( :Lll)(t) (b _ t)nJrldt



3 Suite de fonctions

Théoreme 41. Soit (fn)n une suite de fonction continues de I — R. Si (f,)
converge uniformément vers une fonction f sur I, alors f est continue.

Application 42 (Théoréme de Dini).  — Soit (f,)n une suite croissante de fonc-
tions réelles continues sur [a,b] qui converge vers une fonction f continue sur
[a,b]. Alors la convergence est uniforme.
— Soit (fn)n une suite de fonctions réelles croissante sur [a,b] qui converge vers
une fonction f continue sur [a,b]. Alors la convergence est uniforme.

— On construit une suite de fonction qui tend uniformément vers t — \/t sur
[0,1].

Théoreme 43 (De Weierstrass). Toute fonction continue sur le segment
[a,b] est limite uniforme d’une suite de polynémes.

Théoreme 44. Soit (f,)n une suite de fonction de classe C* de I = [a,b] — R.
On suppose qu’il existe une fonction f de I — R telle que : il existe xg € I tel que
(fn(z0))n converge et (f!)n converge uniformément vers une fonction g sur [a,b].

Alors (fn)n converge uniformément vers une fonction f de classe C' qui vérifie

=y

4 Des fonctions particulieres

4.1 Fonctions lipschitziennes

Définition 45. Une fonction f : I — R est dite k-lipschitzienne si pour tout
(z,y) € I?, [f(2) — f(y)] < klz —yl.

Remarque 46. Une fonction k-lipschitzienne est uniformément continue.
Théoreme 47 (théoréme de Banach-Picard). Soit f : I — E une application

k-lipschitzienne avec 0 < k < 1. Alors f admet un unique point fixe et toute suite
définie par ug € E puis un+1 = f(u,) converge vers ce point fize.

Exemple 48. La suite définie par ug € [0,+o00[ et ¥n € N, up11 = V124 u,
converge vers 4.

4.2 Fonctions convexes

Définition 49. Une fonction f : I — R (I intervalle de R) est dite convexe si
Concretement, cela signifie que f est au dessus de ses cordes.

Exemple 50. x — 22 est convexe, y — In(y) est concave.

Proposition 51. Une fonction f : I — R (I intervalle de R) est convere <=

Vg eI, Jm ¢ L= R t croissant
To fle)—f(zo) €St croissante.
’ e 0

Corollaire 52. Soit une fonction f: I — R (I intervalle de R) convexe
— f posséde en tout point de l'intérieur de I une dérivée a gauche et a droite.
— f est continue a lintérieur de I
— Les applications fy et f, sont croissantes sur lintérieur de I, et f,(x) < fi(x).
Théoreme 53. Soit une fonction f : I — R (I intervalle de R) dérivable sur I.

Alors :
f est convexe <= ' est croissante sur I <=

Proposition 54. Soit une fonction f : I — R (I intervalle de R) conveze.
arry + ...+ opzy,
Al V(x1,...,y) € I™, V(ay,..,ay) > 0, 1 <
ors Y(x1,...,xy) (a1 ey i) on a f( pTE—— )
alf(xl) + ...+ anf(mn)

a1+ ...+ ay

Corollaire 55 (Inégalité arithmético-géométrique). Soient (x1,...,x,) des
nombres réels positifs. Alors (xl...xn)% < Tt AT
n
Application 56. [Inégalité de Holder] Soient deux nombres positifs p et q tel que
n

1 1

-+ — = 1. Soient (ay,...,a,) et (by,...,b,) des réels positifs. Alors : arbr <
i (a1 ) et (by ) kgo Kbk
= e 1
O ap)r (O b
k=0 k=0

Application 57 (Inégalité de Minkowski).
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