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Espaces de Hilbert. Bases hilbertiennes. Exemples et applications.

1 Espace préhilbertien et définitions

1.1 Propriétés élémentaires des espaces préhilbertiens

Définition 1. Soit H un espace vectoriel réel (resp complexe). On appelle produit
scalaire sur H toute forme bilinéaire symétrique (resp hermitienne) qui est définie
positive sur H. On le note < x|y > pour x et y deux vecteurs de H. Un espace
H munit d’un produit scalaire est appellé préhilbertien. En particulier, les espaces
euclidiens et hermitiens sont des espaces préhilbertiens.

Exemple 2. — R" et C"™ munit du produit scalaire canonique.

— Soit (2, A, ) un espace mesuré. Alors on munit L2(£2, A, 1) du produit scalaire

< flg>=
/mfgdu
Q

fgdu
Q

dans le cas réel, et < flg >=

dans le cas complexe.
— En particulier, sur ly, on définit < z|y >= Zzozl TnYy, dans le cas réel,
<zly >= 0", £,y dans le cas complexe.
Proposition 3. On définit la norme associé au produit scalaire : ||z|| = W
— |z +yl* = z||> + ||y||* + 2 < z|ly > dans le cas réel.
— ||z +yl|> = ||z|1? + ||y||? + 2Re < x|y > dans le cas compleze.
— (Inégalité du parallélogramme) ||z + y|1* + ||z — y[|* = 2(]|z[]* + [|y[|*)

— (Inégalité de Cauchy-Schwarz) | < x|y > | <||z|| ||y||, avec égalité si et seule-
ment si x et y sont linéairement liés.

[|.|| définit donc bien une norme sur H, appelée norme hilbertienne.

Corollaire 4. Pour chaque y € H, la forme linéaire

¢py: H=>K=RouC (1)
r =< zly >
est continue, et sa norme dans H* est |||¢y]]| = ||yl|.
Définition 5. Soit H un espace préhilbertien munit de sa norme [|.||. Si H est com-

plet pour cette norme, alors c’est un hilbert.

Exemple 6. — Les espaces euclidiens et hermitiens sont des Hilberts.

— D’apres le théoreme de Riesz-Fisher, pour (€, A,u) un espace mesuré,
L2(2, A, i1) est un espace de Hilbert.

Définition 7. — On dit que deux vecteurs x et y sont orthogonaux dans H si
< zly >=0.

— Soit A un sous-ensemble inclus dans H. Alors on définit l'orthogonal de A :
At ={zr e Htq< x|y >=0Vy € H}
Exemple 8. (1,1) et (1,-1) sont orthogonaux dans R2.

Théoreme 9 (Théoréme de Pythagore). Soit 2,y dans H.
— Dans le cas réel, on ax Ly < ||z +yl||*> = ||z||* + ||y]?

— Dans le cas comleze, on a x L y <= ||z +y|® = ||z]]* + ||y||* et

[l +iyl1* = ||=[]* + llylI?

Proposition 10. Soit A,B deux sous-ensembles de H.

— At est un sev fermé de H
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2 Théoreme de projection sur un convexe
fermé et conséquences

Dans cette partie, H est un espace de Hilbert, réel ou complexe.



Théoréeme 11 (Projection sur un convexe fermé). Soit C un partie
conveze et fermé non-vide de H. Alors pour tout x € H, il existe un unique
y = Po(x) tel que : dist(x,C) = ||z — y||. On dit que y = Pco(z) est la
projection de x sur C. On a la caractérisation suivante pour y dans H :

y=Po(z) <= <z—-y,2—y><0zeC
(dans le cas réel) On fait un dessin de la caractérisation.
Corollaire 12. Si F est un sev fermé de H, on a :
y=Po(r) <= <z—y,2>=0z€F

Corollaire 13. Si F est un sev fermé de H, on a : H = F & F* et la pro-
jection sur F paralléllement & F+ est Pp. On dit que Pr est la projection
orthogonale sur F.

Corollaire 14. Pour tout F s.e.v de H, on ¢ F++ =F
Corollaire 15. Soit F un s.e.v de H, on a FestdensedansH <= F* = {0}

Théoréeme 16 (Théoréme de représenation de Riesz). On rappelle que H* est
Uensemble des formes linéaires continues sur H. Soit H un espace de Hilbert. Pour
tout @ inH*, il existe un unique y € H tel que p(x) =< x|y > Va € H.

Application 17 (Adjoint d'un operateur). Soit T un une application linéaire conti-
nue de H dans H. Alors il existe un unique opérateur T* de H dans H tel que
< Txly >=< z|T*y >, Vx,y € H. De plus, ||T| = ||T*||.

3 Systemes orthonormées et bases hilber-
tiennes

Définition 18. Soit H préhilbertien. Une famille (u;);c; est dit orthonormée si
< u;, u; >= 6;; pour tout couple i,j de L.

Exemple 19. Dans L?(0,1), la famille trigonométrique {e,,,n € Z} est orthonormée.

Proposition 20. Soit (uq, ..., un) une famille orthonormée de H préhilbertien. Alors
. \ n 2 n 2
pour tout scalaire ay,...,an, on & : || >, a;ul|* = D20 |ai]

Corollaire 21. Toutr famille orthonormée est libre.

Proposition 22 (Inégalité de Bessel). Soit (u1, ..., u,) une famille orthonormée
de H préhilbertien. Alors pour tout x dans H, on a > ., | < z|u; > |* < ||z|[?

Théoreme 23. Soit H une un espace préhilbertien et (u, ), une suite orthonormée.
Alors si on peut peut écrire x = > =, ;u; (4 comprendre au sens d’une limite!),
alors on a forcément ,, =< x|u, > pour tout n.

Proposition 24. Soit (uq,...,u,) une famille orthonormée de H préhilbertien. et
T =37 nUn. On note F,, = Vect(ui,...,u,). Alors Pp, (z) =31 | ju;

Proposition 25. Soit H un espace de Hilbert et (uy,), une suite orthonormée dans
H, alors pour toute suite (), dans (?, la série Y .| nu, converge dans H.

Définition 26. On dit qu’une suite orthonormée dans un espace de hilbert H est
une base hilbertienne de H si Vect(uy, ....,un,...) = H. Dans ce cas, l'espace H est
d’ailleurs séparable.

Théoreme 27 (Expression dans une base hilbertienne, formule de Parse-
val). Soit (u,)n, une base hilbertienne de H.

— Alors tout élément de H s’écrit x =51 nun (au sens de la limite dans H!) ot
n =< z|u, > pour tout n.

— Pour tout z et y dans H, on a les formules < x|y >= > o0 | < xlu, > < ylu, >
et |21 = 3202, | < wlun > 2.

Corollaire 28. Soit H un espace de hilbert séparable possédant (uy,), comme base
hilbertienne. Alors lapplication linéaire

S: H—I? (2)
x = (< xluy >)nen
est un isomorphisme qui conserve le produit scalaire. Son inverse est :

St = H (3)
(an)n = Z ApUn
n=1

Théoreme 29. Tout espace de Hilbert séparable admet une base hilbertienne.

Corollaire 30. Tout les espaces de Hilbert séparables sont isomorphes d 12.

4 Les espaces L? A poids

Définition 31. Soit I un intervalle de R. On dit que p est une fonction poid si elle
est définie et mesurable sur I, telle que

[ lal"pix
I

soit finie pour tout entier naturel n. On note L?(I, p) Pensemble des fonctions de
carrés intégrables pour cette mesure, quotienté par I'égalité preque-partout. L2(I, p)
est un espace de Hilbert.



Proposition 32. La famille des monomes (x — z™), fournit une famille libre de
L3(1,p). Le procédé d’orthogonalisation permet de fournir une famille libre de po-
lynomes orthogonaux : (Pp)n, ot P, est de degré n.

Théoreme 33 (Base hilbertienne des polyndémes orthogonaux). On
suppose qu’il existe a positif tel que

/ea‘xlpd)\
I

soit finie. Alors la famille des polynémes orthogonaux associées a p est une
base hilbertienne de L2(I,p).

Exemple 34. Si I =]0,+inf[, p(z) = z~!*(*). En considérant la fonction
f(z) = sin(2nln(z)), on montre que la famille des polynémes orthogonaux
associée a p n’est pas une base hilbertienne.

Application 35. Pour I =| — 1,1] et p(z) = 1, on trouve les polynomes de Le-
' d

gendre. On montre que p,(x) = %(d—)"(m2 —1)" forment une base hilbertienne
n)! " dx

de L?*(] — 1,1[, p) & normalisation prés

Application 36. Pour I =R et p(z) = 67“’2, on trouve les polynémes de Hermite.

On montre que py(x) = (—1)"2_”6362(d—)"e_gc2 forment une base hilbertienne de
x

L?(R, p) a normalisation prés

5 Série de Fourier

Définition 37. On considere ’ensemble des fonctions 2m-périodique de carré
intégrable sur [0,27] & valeurs dans C, que l'on note L3_. On munit cet espace
du produit scalaire : < f|g >=

1 2m _

> | [flw)g(z)ds

2T 0

Théoreme 38. L'espace L3, est un espace de Hilbert, et la famille trigonométrique
en forme une base hilbertienne.

Exemple 39 (Fonction signal). Soit € €]0,7[ et o, la fonction de L3S telle que
oc(t)=1sit| <eeto(t)=0sie<|t| <m (voir dessin en annexe). Alors pour

N sin ne
t).
> )

n=—N(n#0)

tout t, Sy (c0)(t) = < +
™

Théoreme 40. Soit f dans L3, alors on peut écrire dans L3, f =3, cpca(f)en
ot ¢, (f) =< flen > est appellé n-éme coefficient de fourier de F.

Application 41 (Formule de Parseval). Pour tout f dans L3., on a ||f||3 =

Y ez len ()P

Application 42. — Soit g la fonction 2m-périodique définie par g(x)=1 si 0 <

r < 5, g(5)=0etg(xr) =—1s 5 <ux < m Légalité de Parseval donne
> 2
) S
5 ==
— (2n+1) 8
— Soit j la fonction 2w-périodique définie par j(x) = |x| sur [—m, w]. L'égalité de
Parseval donne alors nE:O W = %
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