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����� ������� ����� ��� �� ������������� ���� ������ �� ������� �� ����� ���� �� ���� ��������
�� �� ��������� �������������� �� �������� �� �� �������� ��������� �� ��� ���� ��� ���� �����������
�� ���� �� �����������

��� ��������� �� ���������

��������� ��� ���������� �� ����������� ���� m ≥ 1�
� �� ��������� �� ��������� ������ m ��� �� ��������� �� ������� χ : (Z/mZ)∗ → C∗�
� �� ���������� �� ��������� χ ��� �� ���� ����� �������� f ≥ 1 �� m ��� ��� χ �� ���������

�� �� ��������� �� ������� χ : (Z/fZ)∗ → C∗ ���� �� ��������� ��������� ���������
(Z/mZ)∗ → (Z/fZ)∗�

� �� ��������� �� ��������� χ ������ m ������ ��� �������� ���������� �������������� ��� Z
�������� χ� ��� χ(a) = χ(a) �� (a,m) = 1 �� 0 ������ ����� �������� ������ �� ����� �� m
�� ��� ��������� �� ���������� �� χ�

��������� ��� ������� �� �������
���� χ �� ��������� �� ��������� �� ���������� f �� ζf = e2iπ/f � �� ������ ����� ���� ����

a ∈ Z �� ����� �� �����

G(a,χ) =
�

k∈(Z/fZ)
χ(k)ζakf .

��� ������ �� ����� �������� ��� ���������� ��������� �
(a) ���� ���� a ∈ Z� G(a,χ) = χ(a)G(1,χ)�
(b) G(1,χ)G(1,χ) = χ(−1)f �

��������������

(a) ���� a ∈ Z� �� a �� f ���� �������� ����� ���� k �→ ak ��� ��� ��������� �� Z/fZ ����

G(a,χ) =
�

k∈(Z/fZ)
χ(a−1k)ζkf = χ(a−1)

�

k∈(Z/fZ)
χ(k)ζkf = χ(a)G(1,χ).

������ (a, f) = d > 1� �� ���� ����� a� = a/d� f � = f/d� �� ����� ���

G(a,χ) =
�

k∈(Z/fZ)
χ(k)e2iπa

�k/f �
=

�

k�∈(Z/f �Z)




�

k∈(Z/fZ)
k=k�[f �]

χ(k)


 e2iπa

�k�/f �

���� ����� χ ��� �� ���������� f � �� ������ u ∈ (Z/fZ)∗ ��� ��� u = 1 mod f � �� χ(u) �= 1� �����

χ(u)
�

k∈(Z/fZ)
k=k�[f �]

χ(k) =
�

k∈(Z/fZ)
k=k�[f �]

χ(uk) =
�

k∈(Z/fZ)
k=k�[f �]

χ(k)

���� �� ����� ��������� ��� ������ �� G(a,χ) = 0 = χ(a)G(1,χ) ��� χ(a) = 0�

�



(b) ������� �� (a)� �� �

G(1,χ)G(1,χ) =
�

k∈(Z/fZ)
χ(k)G(1,χ)ζkf

=
�

k∈(Z/fZ)
G(k,χ)ζkf

=
�

k,�∈(Z/fZ)
χ(�)ζk+k�

f

=
�

�∈(Z/fZ)
χ(�)

�

k∈Z/fZ
ζ
k(1+�)
f

= χ(−1)f

��� �� ����� ��� f ��������� ���������� ����� ������ f ����� �� ������� ��� ����� � ����� ���
�������� ���� �� ������ ��� ���� ���� f �

��� ������ �� ����� ��� �� ���������� ������������� ��� ������� �� ������� �� �����������
������������

�������� ������������ ������������� ������ p, q ���� ������� �������� ������� ���������� �����

�
p

q

��
q

p

�
= (−1)(p−1)(q−1)/4.

�������������� ������ χ �� ������� �� ��������
�

·
p

�
� ����� �� ���������� �� ��������� �� �������

���� p ���� p ��� ������� � ������� ���� ±1� ������

G := G (1,χ) .

������� �� ��������� (b) ��� ������ �� ������ �� �

G2 = χ(−1)p.

��� ��������� ���� �������� A = Z[ζp]/qZ[ζp]� ������������� x �→ xq ��� ��������� ����

Gq =
�

k∈Z/pZ
χ(k)qζkqp = G (q,χ) = χ(q)G mod qZ[ζp],

��� χq = χ� q ����� ������� ��� p ��� ���������� ���� A ��� A ��� ��������� � Fp
q �� ���� ���������

���������� �� ���� G ��� ���������� ���� A� ����

�
q

p

�
= χ(q) = Gq−1 = (χ(−1)p)

(q−1)/2
= (−1)(p−1)/2·(q−1)/2

�
p

q

�
mod qZ[ζp]

��� p(q−1)/2 =
�

p
q

�
mod q� �� �� ������ ���� ���

x = 1− (−1)(p−1)/2·(q−1)/2

�
p

q

��
q

p

�
∈ qZ[ζp]

������������ ��� q ������ ������ ��� ���������� �� x ���� �� ���� ��������� �� Z[ζp]� �� x = 0, 1
�� � �� q ��� ������ ���� x = 0� �� ��� ������ �� ����������� ������������

��������� ����� ������ �� ������ ���� �������� ���������� �� ��������� �� ������� ��� ��������
�� ������ ���� ��� Z[ζp] ��� �������� ����� �������� ��� ������� ����������� �� Q(ζp)� ���� �� �����
�� ���� ���������� ���� �� ������������ ��������� ��� �� ��� ��������� � ������� ��� ����������

�



�������� ������������������� ���� p �� ������ ������� ������� ������ ���� ���� m �= n ���

����� � �����
n�

k=m

�
k

p

������ ≤
√
p ln(p).

�������������� ������ χ =
�

·
p

�
� ����� ��� ���� ���������� ��� ������ �� ������

√
p

�����
n�

k=m

χ(k)

����� =

�����
n�

k=m

χ(k)G(1,χ)

�����

=

�����
n�

k=m

G(k,χ)

�����

=

�����
n�

k=m

p−1�

�=1

χ(�)e2iπk�/p

�����

≤
p−1�

�=1

�����
n�

k=m

e2iπk�/p

�����

��� χ(0) = 0 ��� ���������� �����������

�����
n�

k=m

e2iπk�/p

����� =

����
1− e2iπ(n−m+1)�/p

1− e2iπ�/p

����

=

����
sin((n−m+ 1)�π/p)

sin(�π/p

����

≤ 1

| sin(�π/p)| .

��� ���� ���� x ∈ [0, 1/2]� ��� ��������� �� �� �������� ����� ��� �� �������� sin(πx) ≥ 2�x� ��
�x� ��� �� �������� �� x � Z� �� �� ��� �� ���� ���� x ∈ [1/2, 1] ��� �������� �� ����� �� π/2 ������
�� �������� �� � ����

�����
n�

k=m

χ(k)

����� ≤ 1√
p

p−1�

�=1

1

2��/p�

≤ 2√
p

(p−1)/2�

�=1

p

2�

≤ √
p

(p−1)/2�

�=1

1

�

����������� ���� ���� x ≥ 1� 1/x ≤ ln((2x+ 1)/(2x− 1)) � �� ����� ����� ��������� ��� ����� ����
x = 1� �� �� �� ������ ����������� ��� ����������� ��� ��������� �� � ���� ���������

�����
n�

k=m

χ(k)

����� ≤
√
p

(p−1)/2�

�=1

ln((2�+ 1)/(2�− 1)) ≤ √
p ln(p).

��������� �� ���������� ������� �� ����� ��������� ��� ��� �� ������� ������ ��� �����������
������ p ��� �� ����

√
p ln(p)� ���� ���������������� ��� ������� ��� ���� ��� �������� ����

���� � �� ����� ���� m �� ���� ����� ������ ��������������� ������ p �� n �� ������� ������ ��� ���

�



mn ≥ p� ������ m(n − 1) < p ���� mn − p < m �� ��� ���� �� ����� ������ p� ���� n ���� ���
��� ��� �� ��� ������ ��� n ≥ m ��� ���������� ����� m(m− 1) < p ���� m <

√
p+ 1�

��� ������������ ������������� �� ���������������� ���� ���� ������ � �������� �� ���� ��
����������� ���������� �� ��������� ������ ��������� ��� ���������� �� ���������� �� ��������� ���
����������� �������

��� ����������� ������� ��� ��������� �� ��������� ��� �� �������� �� ��������� ��� �� �����������
��� ������� �������� ��� ������ �� ����������� ���� �� �������� ��� ��� ������� ��� �������������
�� ��������� �� ������ ���������� � ������ �� �������������� ��� ��������� L �� ��

�������� ������������ ������ a, b ∈ N∗ �������� ����� ���� b ≥ 3�
������ �� ������ ��� ������� �� ������� �������� ������� � a ������ b�

���� χ �� ��������� �� ��������� ������ b� �� �� ���� χ0 �� ����� �� ��������� ��������
�� ������ �� ����� �� ��������� L �������� � χ ��� �� �������

L(s,χ) :=

+∞�

n=1

χ(n)

ns
.

���� ���� σ > 1� ����� ����� �������� ������������ ��� ���� ������� �� �� ����� Re s ≥ σ�σ >
1� ���

+∞�

n=1

1

nσ
≤ 1 +

� +∞

1

x−σdx < 1 +
1

(σ − 1)
< +∞.

���� ������ ���� ��� �������� ���������� ��� �� ������� Re s > 1� ���� ������������ �� χ �= χ0�
��� �������������� �������

+∞�

n=1

χ(n)

ns
=

+∞�

n=1

Sn

�
1

ns
− 1

(n+ 1)s

�

���� Sn =
�+∞

k=1 χ(k)� �� Sn ��� b����������� ��� χ ��� ��� �������� �� ���� ������� �� ���� ����
σ > 0 �� s ��� ��� Re s ≥ σ�

+∞�

n=1

����
1

ns
− 1

(n+ 1)s

���� ≤
+∞�

n=1

1

nσ

��1− (1 + 1/n)−σ
�� ≤

+∞�

n=1

1

σnσ+1

�������� ���� ������������ ��� Re s ≥ σ� ����� L(s,χ �� �������� �������������� �� ��� ��������
���������� ��� Re s > 0� ���� �� ��� �� χ = χ0� ���� ���� s > 1 �����

L(s,χ) =
�

n≥1
(b,n)=1

1

ns
≥

+∞�

n=1

1

(bn+ 1)s
≥ 1

b

+∞�

n=1

1

ns
≥ 1

b(s− 1)

���� ���� ���� +∞ ������� s ���� ���� ��
�� ����� ����� χ ��� ��� �������� ���������� �������������� ��� Z� ���� ���� ������ �������

p�

(1− χ(p)p−s)L(s,χ) =
+∞�

n=1

χ(n)

ns
−

+∞�

n=1

χ(np)

(np)s
=

�

n≥1
(p,n)=1

χ(n)

ns

������ P ���������� ��� ������� ��������� �� ������� ��������
�

p∈P(1 − χ(p)p−s) ��������
������������ ��� ���� ������� �� �� ����� Re s ≥ σ�σ > 1� �� �� ����������� ��������������
L(s,χ) ��� ������ �� ��� ��������� ������� �� ������� ��������� �� ������� ���������

L(s,χ) =
�

p∈P

1

1− χ(p)p−s

�



���� ���� s ��� ��� Re s > 1� �� ����� ���� ���� ������ ������� p� ���� �� ��������� ������� ��
���������� ��� ����� �������� �� �

log(1− χ(p)p−s) = −
+∞�

k=1

χ(pk)

kpks

�� �� � ���� L(s,χ) = eF (s,χ) ����

F (s,χ) =
�

p∈P

+∞�

k=1

χ(pk)

kpks

���� G �� ������ ��� ���������� �� ��������� ������ b� ���� a ������� � b �� ���� n ∈ N� �� �
����� �

χ∈G

χ(a)χ(n) =
�

χ∈G

χ(a−1n)

�� ���� ���� |G| ������� a = n mod b� �� � ����� ������ �� ����� ��� ������� �� ��������� ��� G
������������ �� a−1n�� �� �� ������ ���� ���

F (s) :=
�

χ∈G

χ(a)F (s,χ) =
�

(p,k)∈P×N∗

pk=a[b]

ϕ(b)

kpks

= ϕ(b)
�

p∈P
p=a[b]

1

ps
+R(s)

��� �� ����� R(s) ��� ������ ���

R(s) =
�

(p,k)∈P×N≥2

pk=a[b]

ϕ(b)

kpks

����� ����� ���������� ������������ ��� Re s ≥ 3/4� ��� ��� �� ��������

�

(p,k)∈P×N≥2

pk=a[b]

1

k|pks| ≤
�

p∈P

p−2Re s

1− p−Re s
≤ 1

1− 2−3/4

+∞�

n=1

1

n2s
< +∞.

�� ������������ R ��� ��� �������� ���������� ��� �� ��������
�� ����� ��� ���� χ ��� �������� L(1,χ) �= 0� ������ F (s,χ) ��� ����� �� ��������� �� ������� ��

� � �� ����� L(s,χ) = eF (s,χ) ���� ���� ��� ��������� ��� ����� λ ����� s → 1� ��� ����� ��� ��� ��
��������� �� �� ���� �� �� ������� ��� ������������� log λ F (s,χ) ��� ������ �� log λ+2ikπ, k ∈ Z
����� s ��� ������ �� �� ���� ��� ���������� �� F (s,χ) �� k ��� ����������� �� s ������� s ���
����� ������ �� � ���� F (s,χ) ��� ������ �� ��������� �� � �� χ �= χ0� ���� �� ��������� ��������
����� �� ������ �� L(s,χ0) ���� ���� ������� ������� s ���� ���� �� F (s,χ0) �� ���� ��� ����
����� �� ��������� �� �� ����� χ0(a) ��� ��� ��� ��� a ��� ������� � b� F (s) ��� ���� �� �����
���� ����� ��� ����� �� �� ������ ������ �� ��������� �� �� ���� ����� ��� ����� �� ��������� ��
�� �� R ����� ���� ��� �� ����� ��� 1/ps ���� p = a mod b ������� �� ����� ��� �� ��������� ��
�� ���� �� ����������� ���������� �� ��� ������� �������� ��� ������

��������� ����������� �� �� ������ �� �������� �� ��������� �������� ���� � ������� ��� L(s,χ)
���� ���� ��� ������ ���� ��� ����� ������� s ���� ���� �� �� ����� ��� ��������� ����� ���� χ0

�� ���������� �������������� � Re s > 0� �� �� ����� ���� � ������� ��� L(1,χ) �= 0 ���� ����
��������� ��� ��������

�� ������������ ��������� ���� �������������� ����� ������� ���� ������������� ��� ���������
����������� ����������� ���� �� ���� �������� �������� ���� ������ ���������� �� �� ������ ����

�



�������� ������ ��������� ��� ���������� �� ���������� ��� ���� ���� �������� ��� ��������� ��� �����
������� ��������� ���� �� ���� �� ������

��� ��������� �������� ���� �� �������� �� ��������� ��� �� �������� � �� ������������

������ ����� ��� ���������� �� ��������� �� ��� ������ �� ����� �
��� ������ ��� ������� ��������� �� ������ �� ����������� ��� ������� �� �������� ��������

�����
��� ���������� ���� ������ ������� ��� �� ����������� �� ������� ��������� ������������
��� ������� Z/nZ� ������������
��� ������� ��������� ������������ �������� �� �������� �� ����������

�


